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TP n°4: Arithmétique et applications
Serge Dupont (2004)

1 Prise en main.

1.1 Questionl:

Lire I'aide et prévoir ce que va répondre Maple & :
> ?mod:
> mods(8,9): modp(8,9):

1.2 Question2:

Comparer en temps de calcul
> t=time() : 123456789798765 mod 4 ; time()-t ; t:=time() :
> 1234567898"98765 mod 4; time() - t ;
1
14.638
1
0.

2 Criteres de primalité.

2.1 Critere d’Erathostene

Critere 1 Un nombren est premier si et seulement si il n'admet aucun divisetel quel < p < /n.

2.1.1 Question

Ecrire un programme&ratho qui renvoietrue si n est premier efalsesinon. Le tester sur les entiers de
la formen! 4 1. 20!+ 1 est-il premier ?

Réponse :
> Eratho:=proc(n:.integer)
> local k,boolfin ;
> k=1 : bool:=true : fin:=ceil(evalf(sqrt(n))) :
> while bool=true and k<=fin do
> kizk+1 :
> if irem(n,k)=0 then bool:=false fi : od:
> ool : end :
> seq(Eratho(k!+1),k=1..15);

false false true, false false false false false false false true, false false false false
> Eratho(20'+1);

Warning, computation interrupted

2.2 Critere de Fermat

Critére 2 Un entiern est composé si et seulement si il existe un eatiér< a < n tel quea™ ! n’est pas
congru a 1 modula.

C’est une conséquence du petit théoreme de Fermat. Remarquer que ce critérantestesmposé,
pas premier. Ura qui permet de prouver par le critere 2 quaé’est pas premier s’appelle udmoin de
Fermat(de non-primalité).



2.2.1 Question

Ecrire un programmé&ermat(n,a) qui renvoietrue si a est un témoin de Fermat (et dona'est pas
premier) etfalsesinon (et on ne sait pas Biest premier ou composé). Vérifier que 2 est un témoin de
Fermat (de non-primalité) pour tous les entiers composés plus petits que 100. (Il y a plusieurs maniéres de
faire. Utiliser la commandisprimé

Réponse :

Fermat:=proc(n::posint,a::posint)

if mods(a&”(n-1),n)<>1 then true else false fi end:

L:=[] : for j from 2 to 1000 do

if not(isprime(j)) and Fermat(j,2)=false then L:=[op(L),]] fi
end:

L;
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341, 561, 645

2.2.2 Question

Quel est le plus petit nombre composé pour leguel2 n’est pas un témoin de Fermat ? Quels sont les
nombres composés 10000pour lesquels 2 n’est pas un témoin de Fermat ?

Réponse :
> =1 while isprime(j) or modp(2"(-1),) <> 1 do j=j+1 od: j;
341
> L:=[] : for j from 3 to 10000 by 2 do
> if not(isprime(j)) and Fermat(j,2)=false then L:=[op(L),]] fi
> end:
> L

[341, 561, 645 1105 1387, 1729 1905 2047, 2465 2701, 2821 3277, 4033 4369 4371,
4681 5461 6601, 7957, 8321, 8481 8911

2.2.3 Question

Prouver avec ce critére q@@!+ 1 n'est pas premier.
Réponse :
> N:=20+1:
> Fermat(N,2);
true

2.2.4 Question

Quel est le plus petit entier pour lequelay= 2, ni a = 3 ne sont des témoins de Fermat? Et ni 2,3,5?
Ni 2,3,5,7 ? En déduire un critére rapide pour tester si un norit28000est premier (on ne demande pas
de I'écrire).
Réponse :
> j:=1. while isprime(j) or modp(2"(-1),j) <> 1 or modp(3&"(j-1),j)
> <>1 do j=j+1 od: j;
1105
> [:=1: while isprime(j) or modp(2*(-1),)) <> 1 or modp(3*(-1),j)
> <>1  or modp(5*(-1),) <> 1 do j=j+1 od: j;
1729
> j:=1. while isprime(j) or modp(2"(-1),j) <> 1 or modp(3(-1),))
> <>1 or modp(5"(-1),) <> 1 or modp(74(-1),j) <> 1 do j:=j+1 od:
> J;
29341
> ifactor(29341);
(13) (37) (62)
> modp(2"(-1).j); modp(3(-1),j); modp(5"(-1).j); modp(7(-1).));
> modp(11°(-1),));



e

j:=29341: while isprime(j) or modp(2"(-1),)) <> 1
or modp(3&(-1),j) <>1 or modp(5&~(-1),)) <> 1
or modp(7&°(-1),) <> 1 or modp(11&:(-1),)) <> 1
or modp(13&~(-1),j) <> 1 or j>30000

do j:=j+2 od: |;

N
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Warning, computation interrupted

2.3 Critere de Miller-Rabin

Critere 3 (Miller-Rabin) Soitn un entier impair. Ecrivonsi— 1 = t2° avect impair. Supposons qu'il
existe un entiea strictement compris entre 1 etel quea' ne soit pas congru a 1 modutoeta®?) ne soit
pas congru a-1 modulon pour toutj compris entre 0 es— 1. Alorsn est composeé.

Un tel entiera est appelé utémoin de Millerpour n. Le critére précédent est a la base d'un test
probabilistede primalité. L'idée est de tirer desau hasard et regarder si ce sont des témoins de Miller. Si
I'un en est un, on est sdr queest composé. Si aucun n’en est un, alors on peut espérer egtgpremier.

On n’en est pas sdr, mais la probabilité d’échec est faible, parce la proportion de témoins de Miller est forte
pour les nombres composés : plus7@s! Voir a ce propos la derniére question.

On pourra utiliser la fonctiorsprime de Maple pour évaluer les performance de la méthode.

2.3.1 Question

Ecrire un programmdecompaffichant la listds,t] ousett sont les entiers intervenant dans la décom-
position den— 1.
Réponse :

> decomp:=proc(N::integer)

> local j,s ; $:=0; j:=N;

> while irem(j,2)= 0 do s:=s+1; j:=j/2 od; [s,j]; end:

> decomp(12); op(1,%);

2, 3]
2

2.3.2 Question

Ecrire un programm®&abintestant si un enties compris entre 1 et est un témoin de Miller poun.
Remarquer que est un entier impair. (Répondassi a est un témoin et 0 sinon.) L'appliquer a des exemples
intéressants issus des questions ci-dessus.

Réponse :

Rabin:=proc(n,a)

local j,s,tL,R:

L:=decomp(n-1); s:=op(1,L); t:=op(2,L);

if mods(a&"t,n)=1 then R:=0 else

j:=0: while j<s and mods(a&"\(t*2"j),n)<>-1 do j:=j+1 od:
if j=s then R:=a else R:=0 fi: fii R: end:

Rabin(2047,2); Rabin(20!+1,2);

Y
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2.3.3 Question

Ecrire ensuite un programnestpremierprob tirant au hasard 20 nombres entre Inedt affichant
"composé” si un des entiers tiré est un témoin de Miller et "premier” sinon. (En fait, comme on I'a dit, au
moins les trois quarts des entiers compris entrerisemnt des témoins de Miller, siest composé bien sir.



La probabilité que ce test affiche "premier" pour un nombre qui ne I'est pas est inféri20ré€.an peut
encore faire chuter cette probabilité en augmentant le nombre de tirage.) Utiliser la faactibr(Voir
l'aide.)

Réponse :

> ?rand

> estpremierprob:=proc(n::integer)

> local a,rep,j,alea : rep:='premier’ : alea:=rand(2..n-1) :

> for j from 1 to 20 do

> a=alea() :

> if a = Rabin(n,a) then rep:=‘composé' fi od :

> rep : end :

> estpremierprob(20!+1); estpremierprob(ithprime(100));

> estpremierprob(2047);
compos
premier
compos

> seq(estpremierprob(k!+1),k=2..30);

premier, premier, COMpoSCoMpPoOSCoOMPOSCoOMPOSCoMpPoOSCompos
compospremier, COmposCcomposComposCcomposcompos
COMpPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOS
COMPOS$COMPOSCOMPOSpremier, Composcomposcompos

2.3.4 Question

Sauriez-vous trouver un nombre composé dont 2 n’est pas un témoin de Miller ?
Réponse :
> n:=3: while isprime(n) or Rabin(n,2)=2 do n:=n+2 od: n;
2047
> Rabin(2047,2); ifactor(2047);
0
(23) (89

2.3.5 Question

En fonction de I'entier impain, afficher sur un graphique le pourcentage d’entiers compris entre 2 et
n— 1 qui sont des témoins de Miller pour n entier impair composé variant de 3 & 1001. On mettra en
abscisse les entiers composés et en ordonnées le pourcentage de témoins de Miller.

Réponse :
> n:d:2049: while isprime(n) or Rabin(n,2)=2 or Rabin(n,3)=3 do n:=n+2
> od: n;

Warning, computation interrupted

2.3.6 Question

En fonction de I'entier impain, afficher sur un graphique le pourcentage d’entiers compris entre-2 et
gui sont des témoins de Miller poar nimpair composé variant de 3 a 1001. On mettra en abscisse les
entiers composés et en ordonnés le pourcentages de témoins de Miller.

Réponse :
> List=[] :
> for n from 3 to 1001 by 2 do
> if not(isprime(n)) then
> =0 :
> for a from 2 to n-1 do
> if Rabin(n,a)=a then i:=i+1 fi : od ;
> List:=[op(List),[n,i/n]] fi : od : List:
> plot(List,style=point,color=black);
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2.3.7 Question

Tester si les entiers de Fern24) + 1 et de Mersenngk — 1 sont premiers pour des petites valeurs de
k.
> seq(estpremierprob(2”(2"k)+1),k=0..8);
premier, premier, premier, premier, premier, Composcomposcomposcompos
> seq(estpremierprob(2”k-1),k=2..50);

premier, premier, compospremier, Compospremier, ComposcomposCcompos
COMpPOSCOMpOSspremier, COMposComMposScompospremier, compos

premier, COmposCcomposComMpPOsCoMpPOS$COMPOSCOMPOS
COMPOS$COMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSpremier, Compos
COMpPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOS
COMpPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOS
COMPOSCOMPOSCOMPOSCOMPOS



