MPSI A 2004-2005

Feuille d’'exercices
Calcul difféerentiel a une variable réelle

Exercicel:

1. Soienta; < az < -+ < a, n nombres réels. Soit la fonctionx — X_lal + X_laz + e X_lan.
Montrer quef s’annulen — 1-fois.

2. SoitP € R[X] scindé suR. Montrer queP’ est scindé.

3. Soit f dérivable suR tel quelim ., f =lim_., f. Montrer qu’il existec € R tel quef’(c) =
0.

Exercice2: SoitP un polynéme a coefficients réels. Montrer que I'équatba- P(x) n'admet
gu’'un nombre fini de solutions.

Exercice3:

1. Montrer queD"(arcsin(x) > 0 si x €]0,1] et n € N. CalculerD"(arcsin(0). (On pourra
commencer par déterminer une équation différentielle satisfait@ngama coefficients
polynomiaux puis utiliser la formule de Leibniz.)

2. Soita, = A tarf"(0). Déterminer une formule de récurrence permettant de calagller

Exercice4:
1
1. Soit f la fonction définie suR parx—— e 2. Montrer quef est indéfiniment dérivable (on
1
montrera que la dérivée d’ordrede f est de la formei’g@e_?, ou P, est un polynéme).

2. Quel est le développement de Taylor @ule la fonctionf ? En déduire qu'il existe des
fonctions différentes avec le méme développement de Taylor.

Exercice5:
1. Montrer que pour tout €]0, 5[, on axcosx < Sinx.
2. En déduire que sup, J[, S est décroissante et qde< S < 1.

3. Montrer que pour tous les nombragtbtels qued <a<b< 7, ona

a sinha m

b sinb " 2b

Exercice6: Soitu, =1+ % +...+ % En appliquant le théoréme des accroissements finis a la
fonction f (x) = Inx, montrer que la suitéun), diverge verst-co.

Exercice7:
1. Montrer que pour tout > 0, sinx < X.
2. Montrer que pour tou, € > 1+ x.

3. Montrer que pour tout > 0, ﬁ <In(1+x) <x



Exercice8: Soitf(t) = \/1+t définie sur0,+[. Etudier la convergence de la suite définie par
récurrence pat,, 1 = f(uy). Trouver un entieN dépendant deg tel queju, —1| < 1078, oul est
la limite de(un). (Comment s’appelle?)

Exercice9: Soitf : [0,1] — R de classe’? telle quef (0) = 0. Determlner I|m z f

Exercice10:
1. Montrer I'encadrement /3 f
3 T 1
—+—— < arcsinQ6 —_—
6+ 15 < aresin06 <+ 5.
2. Montrer I'encadrement pour towt> 0
NGRS
0 1+x—1—-+—< —
< +X 2+ 8 < 16
3. Montrer que pout > 0, on a I’inégalité :
3 3
SVi+ +1)2 —t2 i
\/ 8\/ < (t+1) \/ 8yt
4. Montrer que poux > 0, X — X—ZZ <In(1+x) < x. En déduire
lim |'| (1+£)
N+ 2k<n 2"

5. Comment calculer une valeur approchédrd®5 410 prés ?

Exercice11:
1. Ecrire la formule de Taylor a I'ordr@ pour la fonctionsin en 0. En déduire I'inégalité :
i 3
|sinx—x| < %

5
S5

P

2. Ecrire la formule de Taylor & I'ordr@ de la fonctionsinen0. SoitP(x) = x— — ’;—7,
Montrer que poud < x < 7, on aP(x) < sinx < P(x) + ’g.
3. Trouver un nombrer > OteI que|sinx— P(x)| < 10~ pour toutx € [0, a].

4. Soit B le développement de Taylor de la fonctisim en0 a I'ordre k. Trouver un entiek
tel que pour touk tel que0 < x < 1, on ait|sinx— R (x)| < 10°8.

Exercice 12' Montrer que pout # 0, |t| assez petit, il existe un unique régle]0,1] tel que
V10

Exercice13: Soita < xp < b trois réels etf une fonction dérivable sda,Xo[U]xo, b|.
1. On suppose que la Iimitxtimx0 f/(x) existe. La fonctionf est-elle dérivable ery ?

sint=t—% costq Montrer quehm C =

2. On supposd dérivable erxp. A-t-onxlimXo f'(x) = f'(x0) ?

3. On supposéd continue erxg et que la Iimite)!irr)1(0 f/(x) existe. La fonctiorf est-elle dérivable
enxg ?

4. On supposef dérivable et monotone sia, b[. Si f'(xg) =0, f peut-elle étre strictement
monotone ?

5. On supposd de classe™ sur]a—h,a+h[ et f'(a) # 0. Existe-t-il toujours un intervalle
non réduit & un point et contenamsur lequelf est monotone ?



