MPSI A 2004-2005

Feuille d'exercices
Suites

Exercicel: Etudier la convergence des suites suivantesR) :

nl logn)? X\ N
Un = vn:n% Wn:( gn) zn:<1+ﬁ> .
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Exercice2: [Série harmonique]

1. SOitHy, =1+ 2 +---+ 1 pourn > 1. Montrer queHz, — Hn > 3. La suite(Hn)n
converge-t-elle ?

2. Application : une tortue avance sur un tapis a raison d’un meétre par jour. Chaque
nuit, un mauvais geénie étire uniformément le tapis de 10 metres. Sachant qu’au pre-
mier jour elle est partie du bord, la tortue atteindra-t-elle un jour I'autre extrémité ?
(Une tortue vit tres longtemps.)

3. Application : on cherche a construire un «pont» avec des cartes a jouer, toutes de
mémes dimension, en partant du bureau de Mr Dupont. Le pont doit tenir tout seul,
sans pile ni colle. Peut-on les empiler de maniére a ce que la carte du dessus soit
entierement a I'extérieur du bureau ? Y a-t-il une limite a la longueur du pont ainsi
construit ?

Exercice3: Calculer les limites des suites suivantes :
2 1 1 n
. 1\" 3n+7n
n(v3-1) (cosﬁ) ( er ) .

Exercice4: [Formule de Stirling]
Soit f(n) définit pourn > 1 par

n! =n"e"y/nf(n)

etuy par
up =log f(n+1)—logf(n).

1. Rappeler une fonctioh(x) telle que
log(1+x) —h(x) = O(x*)

au voisinage dé.



2. Montrer que la suite
n
1
31 — _
2,1
converge. (On pourra utiliser I’inégaliﬁ% < n(n—l_l).) En déduire que les suités,)n
et(f(n))n convergent.
3. En déduire la formule de Stirling :

n! =Cne"y/n(1+0(1))
ouC est une constante non-nulle que I'on ne cherchera pas a calculer.

4. Application : donner un équivalent de la suite de terme gérﬁérélznn) :

Exercice5: [Suites récurrentes]

1. Soit(up) la suite définie pang et pourn > 0 par :

Etudier la suite défini¢u?) et en déduire la nature dap).
2. Soit (vp) la suite définie pavg = 0 et pourn > 0 par :

1
VrH_]_ - Vn—f—?.

(a) Montrer que I'équation — x — 2—1“ = 0 posséde une unique racine positive
appeléen,. Montrer que pour tout > 2, vy > Op.

(b) En déduire que la suiter,) est décroissante et trouver sa limite.

Exercice6: [Moyenne de Césaro]
Soit (Un)n>1 Une suite de nombres réels. On considére la moyenne de Césaro de la

suite(up) définie par
U +Ux+---+Un

n
1. Montrer que slimu, = 0, alorslimv, = 0.

2. Montrer que slimu, =1, alorslimv, =1.
3. Montrer que slim u, = 4o, alorslim v, = 4.
4. Trouver une suitéu,) qui diverge mais telle ques,) converge.

Vn

Exercice7: [Moyenne arithmético-géométrique]
Soit le couple(an), (bn)) de suite définies par récurrence par- ap > 0 et

an+Db
an+1 =/ anbn Pni1= > Ly




Montrer que ces deux suites sont bien définies et convergentes de méme limite. En prenant
0 tel quea = bcosh, donner une expression de la limite commune. (On pourra multiplier
parl/ sin% au bon moment.)

Exercice8:
1. Etudier les suites définies par récurrenaex(0) :

an+1=an(l—an) bpi1=+0+by Chy1=+2-Cn Cny1=COSUn.

2. [Algorithme babylonien] Etudierup, 1 = % (un+ u%) (On pourra comme deuxiéme

méthode utilisex,, = 3”;%.)
n

Exercice9: Soit¢ : R — R la fonction donnée pap(t) = sinZ. On considére la suite
définie par récurrence par son premier teugeuis parun.1 = ¢ (Un).
On définit les intervalles =]0, 7] etJ = [7, 1].

1. (a) Etudier la convexité dé sur|0,1].
(b) Montrer que pour toute I, on a

d(t) > —t.

b= AN

(c) Montrer que pour tout € J
—k<¢'(t)<0
ouk=|2cos2. En déduire qué estk-lipschitzienne sud. (Utiliser la conca-
vité.)
2. On supposelp € J. Etudier la convergence dep).

3. On supposey € [0, 1]. Etudier la convergence dey). On soignera le dessin.
4. Etudier la convergence de,) pour toutup.

Exercice10: [Recherche d’équivalents]

1. Donner un équivalents des sommes
n n 2 n
Z e Z e Z K.
k=0 k=0 k=0

2. Soitap une suite de nombres réels définie pak|0, 217 et pardp 1 = 0+ Sindp.
Montrer qudim a,, = Tt Pouvez-vous étre plus précis ?

3. Soit B, 'unique racine danf0, 1] du polynémex" — nX+ 1. Donner un équivalent
de la suite(Bn).

Exercicell: Soita un nombre réel strictement positif. Sdita fonction définie suR?,
par f(t) =t + §. On définit poutxp > 0 la suitexn, 1 = f(Xn).
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1. Montrer que la suitéx,) est bien définie.
2. Montrer que(xp) est croissante et converge vers.

2 2 2 sdui
3. Montrer quex;, ; = X5 +20 + f‘(—% En déduire que

1 1

2 2 2

= X2+ 2na + 42 )
Xhr1 = X5+ 2na +a (2 x%)

4. En déduire quéx,) est équivalente &2an.

Exercice12: [Critere de Cauchy]

On se propose de montrer que la suite régljg converge si et seulement si pour tout
£ > 0, il existe un entieN tel quep, g > N impliquent|up — ug| < €. L'intérét de ce critere
est qu’on peut I'appliquer sans connaitre la limite éventuelle.

Montrer le sens facile.
Montrer que si{un) vérifie le critére de Cauchy, elle est bornée.
Montrer le critere de Cauchy.

Application. Montrer le théoreme du point fixe : sditune application contrac-
tante d’'un segmentdans lui-mémei,e. k-lipschitzienne avek < 1. (On peut aussi
prendrel = R, mais pas un intervalle quelconque.) Montrer duedmet un unique
point fixe dand. (Une suite géométrique est cachée la-dessous.)
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Exercice 13: Soitu, = zogkgnk_ll ete= limu,. Montrer qu'’il existeB, €0, 1] tel que

e=uUun+ %. En déduire la nature de la suitg= sin(erm!).



