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Feuille d’exercices

Suites

Exercice1: Etudier la convergence des suites suivantes (x∈ R) :

un =
n!
nn vn = n

1
n wn =
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n
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x
n

)n
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Exercice2: [Série harmonique]

1. Soit Hn = 1
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n pour n≥ 1. Montrer queH2n−Hn ≥ 1

2. La suite(Hn)n

converge-t-elle ?

2. Application : une tortue avance sur un tapis à raison d’un mètre par jour. Chaque
nuit, un mauvais génie étire uniformément le tapis de 10 mètres. Sachant qu’au pre-
mier jour elle est partie du bord, la tortue atteindra-t-elle un jour l’autre extrémité ?
(Une tortue vit très longtemps.)

3. Application : on cherche à construire un «pont» avec des cartes à jouer, toutes de
mêmes dimension, en partant du bureau de Mr Dupont. Le pont doit tenir tout seul,
sans pile ni colle. Peut-on les empiler de manière à ce que la carte du dessus soit
entièrement à l’extérieur du bureau ? Y a-t-il une limite à la longueur du pont ainsi
construit ?

Exercice3: Calculer les limites des suites suivantes :

n( n
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3−1)
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.

Exercice4: [Formule de Stirling]
Soit f (n) définit pourn≥ 1 par

n! = nne−n√n f(n)

etun par
un = log f (n+1)− log f (n).

1. Rappeler une fonctionh(x) telle que

log(1+x)−h(x) = O(x4)

au voisinage de0.
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2. Montrer que la suite

sn =
n

∑
k=1

1
k2

converge. (On pourra utiliser l’inégalité1
n2 ≤ 1

n(n−1) .) En déduire que les suites(un)n

et ( f (n))n convergent.

3. En déduire la formule de Stirling :

n! = Cnne−n√n(1+o(1))

oùC est une constante non-nulle que l’on ne cherchera pas à calculer.

4. Application : donner un équivalent de la suite de terme général1
4n

(
2n
n

)
.

Exercice5: [Suites récurrentes]

1. Soit (un) la suite définie paru0 et pourn≥ 0 par :

un+1 =

√
u2

n +
1
2n .

Etudier la suite définie(u2
n) et en déduire la nature de(un).

2. Soit (vn) la suite définie parv0 = 0 et pourn≥ 0 par :

vn+1 =

√
vn +

1
2n .

(a) Montrer que l’équationx2− x− 1
2n = 0 possède une unique racine positive

appeléeαn. Montrer que pour toutn≥ 2, vn > αn.

(b) En déduire que la suite(vn) est décroissante et trouver sa limite.

Exercice6: [Moyenne de Césaro]
Soit (un)n≥1 une suite de nombres réels. On considère la moyenne de Césaro de la

suite(un) définie par

vn =
u1 +u2 + · · ·+un

n
.

1. Montrer que silim un = 0, alorslim vn = 0.

2. Montrer que silim un = l , alorslim vn = l .

3. Montrer que silim un = +∞, alorslim vn = +∞.

4. Trouver une suite(un) qui diverge mais telle que(vn) converge.

Exercice7: [Moyenne arithmético-géométrique]
Soit le couple((an),(bn)) de suite définies par récurrence parb0 > a0 > 0 et

an+1 =
√

anbn bn+1 =
an +bn

2
.
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Montrer que ces deux suites sont bien définies et convergentes de même limite. En prenant
θ tel quea = bcosθ, donner une expression de la limite commune. (On pourra multiplier
par1/sin θ

2n au bon moment.)

Exercice8:

1. Etudier les suites définies par récurrence (α > 0) :

an+1 = an(1−an) bn+1 =
√

α+bn cn+1 =
√

2−cn dn+1 = cosun.

2. [Algorithme babylonien] Etudierun+1 = 1
2

(
un + α

un

)
. (On pourra comme deuxième

méthode utiliservn = un−
√

α
un+

√
α .)

Exercice9: Soitϕ : R→ R la fonction donnée parϕ(t) = sin2t. On considère la suite
définie par récurrence par son premier termeu0 puis parun+1 = ϕ(un).

On définit les intervallesI =]0, π
4] etJ = [π

4,1].

1. (a) Etudier la convexité deϕ sur [0,1].

(b) Montrer que pour toutt ∈ I , on a

ϕ(t)≥ 4
π

t.

(c) Montrer que pour toutt ∈ J

−k≤ ϕ′(t)≤ 0

oùk = |2cos2|. En déduire queϕ estk-lipschitzienne surJ. (Utiliser la conca-
vité.)

2. On supposeu0 ∈ J. Etudier la convergence de(un).

3. On supposeu0 ∈ [0,1]. Etudier la convergence de(un). On soignera le dessin.

4. Etudier la convergence de(un) pour toutu0.

Exercice10: [Recherche d’équivalents]

1. Donner un équivalents des sommes

n

∑
k=0

ek
n

∑
k=0

ek2
n

∑
k=0

k!.

2. Soitαn une suite de nombres réels définie parα0∈]0,2π[ et parαn+1 = αn+sinαn.
Montrer quelim αn = π. Pouvez-vous être plus précis ?

3. Soit βn l’unique racine dans[0,1] du polynômeXn−nX+1. Donner un équivalent
de la suite(βn).

Exercice11: Soitα un nombre réel strictement positif. Soitf la fonction définie surR∗+
par f (t) = t + α

t . On définit pourx0 > 0 la suitexn+1 = f (xn).
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1. Montrer que la suite(xn) est bien définie.

2. Montrer que(xn) est croissante et converge vers+∞.

3. Montrer quex2
n+1 = x2

n +2α+ α2

x2
n
. En déduire que

x2
n+1 = x2

0 +2nα+α2
(

1

x2
0

+ · · · 1
x2

n

)
.

4. En déduire que(xn) est équivalente à
√

2αn.

Exercice12: [Critère de Cauchy]
On se propose de montrer que la suite réelle(un) converge si et seulement si pour tout

ε > 0, il existe un entierN tel quep,q≥N impliquent|up−uq| ≤ ε. L’intérêt de ce critère
est qu’on peut l’appliquer sans connaitre la limite éventuelle.

1. Montrer le sens facile.

2. Montrer que si(un) vérifie le critère de Cauchy, elle est bornée.

3. Montrer le critère de Cauchy.

4. Application. Montrer le théorème du point fixe : soitf une application contrac-
tante d’un segmentI dans lui-même,i.e.k-lipschitzienne aveck < 1. (On peut aussi
prendreI = R, mais pas un intervalle quelconque.) Montrer quef admet un unique
point fixe dansI . (Une suite géométrique est cachée là-dessous.)

Exercice 13: Soitun = ∑0≤k≤n
1
k! et e= lim un. Montrer qu’il existeθn ∈]0,1[ tel que

e= un + θn
nn! . En déduire la nature de la suitevn = sin(eπn!).
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