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Feuille d’exercices

Nombres réels

Exercice 1: [e est irrationnel]
n

1
On considére les suites u,, = o et v, = U, + % Montrer que ((un)n, (vn)n) forme
k=0

un couple de suites adjacentes et montrer que la limite est irrationnelle.

Exercice 2: [irrationnels algébriques]
Montrer que les nombres suivants sont irrationnels : \/5, \/§, \/6, V2 ++/3. Montrer que
pour tout entier naturel p, \/p est entier ou irrationnel.

Exercice 3: [Nombres décimaux]

1. Démontrer 1’égalité 0,999999... = 1.

2. Montrer qu’un réel dont le développement décimal est périodique & partir d’un certain
rang est rationnel.

3. Montrer que réciproquement, le développement décimal d’un rationnel est périodique
a partir d’un certain rang.

Exercice 4: [Inégalités]

1. Soient z, y, z trois nombres réels. Montrer les inégalités %($2+y2) > ay, 2>+ 22 >
xy + yz + zx. Etudier les cas d’égalité.

2. Soit n > 1 et x1, 2, ..., x, des nombres réels. Montrer que
n n 1
A L 2
(5) (£5)
i=1 =1

Exercice 5: [approximation rationnelle]
Soit = € R irrationnel, py,, g, € Q tels que ¢, # 0 et Z—: converge vers . Montrer que
|pn| et |gn| tendent vers +oo.

Cas d’égalité?

Exercice 6: [partie entiére]

Soit x € R et n entier, n > 1.
1. Montrer que E(M) = E(x).

n

2. Montrer que la suite (# pya E(kx))n converge et calculer sa limite.

Exercice 7: [borne supérieure]
Soient A et B des parties non-vides et bornées de R.

1. On suppose A C B. Montrer que sup A < sup B et inf B < inf A.



2. On suppose ANB # (). Montrer que max(inf A, inf B) < inf ANB et min(sup 4, sup B) >
sup AN B.

3. Soit A+ B={z+vy|x € A, yec B}. Montrer que sup(A + B) = sup A + sup B.

4. Montrer que sup{|z —y| | z,y € A} =sup A — inf A.

Exercice 8: [construction de |a racine carrée]
Soit > 0. On définit A = {y € R | y* <z}

1. Montrer que A est majoré. On pose \/x = sup A. Montrer que Va2 = .
2. Soit r = \/x. Montrer que 72 < z.

3. On suppose r2 < z. Montrer I'existence d’un ¢ €]0, 1[ tel que (r +¢)? < x + (2r +
1)e — (z — 72) et en déduire par I'absurde 72 = z.

4. Montrer que Q ne posséde pas la propriété de la borne supérieure. (Prendre z € Q).



