MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Polyndmes a une indéterminée

Dans toute la suitd$ désigne un corps commutatif.

Exercicel:
1. Montrer que le reste dans la division euclidiennddear X — a estP(a).

2. SoientK un corpsa etb deux éléments distincts deet P un polynéme. Exprimer
le reste de la division euclidienne &epar (X — a)(X — b) en fonction deP(a) et
P(b).

Exercice2: SoientP, Q, U etV quatre polynémes vérifiatt P+ QV = PGCOP, Q).
Montrer quel etV sont premiers entre eux. Méme question avec des entiers relatifs.

Exercice3:

1. Calculer lePGCDdes polyndmeX10—1 et X8 — 1. Trouver tous les polyndmés
etV tels quel (X19—1)+V(X® - 1) = PGCDX1°—1,X® - 1).

2. Résoudre les équations a coefficients polynémiaux :

UXO—1)+v(Xb—1)=X+1
UXPO—1)+v(xb-1)=x3-X.

3. Calculer lePGCDdes polyndmef = X* —3X34+4X2% —6X +4 etB=X*—2X3—
X2 —4X — 6.

4. Calculer lePGCDdes polyndmeX™—1 et X" — 1, oun et m sont deux entiers

naturels.
5. On n’a pas préciseé le corps dans lequel on travaille. Pourquoi ?

Exercice4: [Taylor]
Trouver tous les polyndmeB tels queP(2) = 1, P/(2) = 2, P"(2) = 4 et pour tout
n>3, P (2) =0,

Exercice5: [Calcul rusé du reste]
Soithne Netb e R.

1. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynGowst + X sin6)" par
X2+ 1.

2. Trouver un polyndme a coefficients rationnels qui admet pour racine/2. En
déduire la valeur efi+ /2 du polyndme2X°> — 4X* — 2X3 4 3X%2 —5X — 4.



3. Montrer que le polyndmeéx — 1)"2 + X"+ est divisible paiX? — X + 1.

Exercice6: Trouver les racines complexes du polynéXte- (3+ 4i)X — 1+ 7i.
Exercice7: Factoriser dan€[X] puis danR[X] les polyndmes suivants :

PX)=X3-2 SX)=X?**-1 T(X)=x?1_1

Exercice8: [Principe du prolongement algébrique]

1. DéveloppeD"((1+4 X)P(1+4 X)%) de deux maniéres et calculer sa valeur en 0. En
déduire la formule de convolution de Vandermonde.

2. Montrer, pour tous, sréels (ou complexes) etentier naturel, I'identité de convo-
lution de Vandermonde :

(=20 (%)

Exercice9: On rappelle que si est racine multiple d’ordrk > 1 d’un polyndmeP, xg
est racine des polyndom& =P, P’ =p3 .. PM pourn< k- 1.

Trouvera, b et ¢ tels que—1 soit racine d’ordre au moins trois du polynome +
2bX* + (a+ 3b)X3 + 7X2 + 4cX + a.

Quel est la multiplicité de la racinel?

Exercice10: Trouver tous les polyndmes @gX] tels queP’ diviseP.

Exercice11:

1. Ecrire la définition d’un polynéme irréductible.

2. Donner un exemple de polyndme @&X] irréductible suiQ mais pas suR.
3. Donner un exemple de polyndme @éX] irréductible suR mais pas su€.
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. Montrer qu’un polyndme de degré impair B&X| a toujours au moins une racine
réelle. (Indication : on étudiera les limites & de la fonction polynémiale asso-
ciée.) Qu'en déduire pour les polyndmes de degré impairs irréductibl&ssur

Exercice 12: Soientag,ay,...,an N+ 1 entiers relatifs premiers entre eux (c’est a dire
que les seuls diviseurs communs a tousalgsy, . . ., a, sontl et —1).

1. Montrer que si la fraction irréductiblg est racine du polynéma,X" + ... + ap,
alorsp diviseag etq divise ay.

2. En déduire toutes les solutions rationnelles des équations
6 —11C —x*—4=0

2 +12%° +13%+15=0



Exercicel3:

1. FactoriseX*+ X241 etX*— X2+ 1 en produit d’éléments unitaires et irréductibles
deRI[X].

2. Montrer queX* — X? 4 1 est irréductible su®.

Exercice 14: SoitP le polyndmex*+ X34 X2 + 3 de R[X]. Montrer queP n'a pas de
racine réelleP est-il irréductible suR ?

Exercice15: Soitn un entier strictement positif. Trouver I'unique polyn6QgdeQ[X]
vérifiantQn — Q}, = n_1!Xn_ En déduire qu’il existe un unique polynorRale Q[X] vérifiant
P,— P, = X" et calculer ses coefficients.

Exercice16: [Polynébmes générateurs]

Soientay, .. .,a, des nombres complexes. On appelidyndme générateute la suite
finie (ax) le polynémezﬂzlakxk. Exprimer de maniére aussi simple que possible les
sommesfec C):

n n

kZO ki( kZO k2 éo k2 (E> éo kS (E> kZO ( : 12 = (E) éo k23k

Exercicel7: Soitn un entier naturel.
1. Soit Ag = (1 — X)". On définit par récurrence une suite de polynorilg par
At1 = XA Montrer que pour tout entier natutek n— 1, 1 est racine dé\.

2. Montrer par récurrence sumqueAn (1) = Ar(]'i)k(l). (On utilisera la formule de Leib-
niz.)

3. Soitk un entier tel qu® < k < n. On considere le nombre réel
Bok= Y (-1))i*(}).
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Donner un expression simple &gy. (Indication : dériver le polyndbme générateur
et établir une relation de récurrence.)



