MPSI A 2004-2005

Planche d’exercices 8

Exercicel: Soienta,b € R, a < b. A toute subdivisioro = (x)o<i<n de[a,b] aN+1
points et toute fonctiord continue sufa, b, on associ& I'unique apllication affine par
morceaux telles ques est affine sufx;, x+1] et coincide aved en lesx;.

L'objectif du probléme est de trouver les fonctiohsle classe 2 telles que pour tout
N, l'intégrale
Zp

10— go(t)]dt

soit minimale pour la subdision a pas constant.
1. Déterminer une classe de fonctions qui répond au probléme.
2. On suppos® =2 et f” > 0 sur|a, b]. Montrer que
o a+b _ f(b)—f(a)
2 b—a

3. Cas général : Soit €]a,b[ appartenant & une subdivision & pas constant pour un
certainN. Montrer que sif”(x) # 0, alorsf”’(x) = 0.

4. Conclure.

Exercice 2: Soit Q =]0,4-[x]0,+o[. On cherche les fonctions de classé sur Q
solutions I'équation aux dérivées partielles
02f 0% f
A

o Yoz~ 1)

On considére les sous-ensembles suivantsde, R) :
> = {feC¥QR)|f estsolution dg1)}
51 = {fec*Q,R)lilexistea € 2(]0,+[,R) telle quef (x,y) = a(xy)}
S, = {feC¥Q,R)lilexistep € C?(]0,+oo[,R) telle quef(x,y) = xB(Y)

—

1. Montrer quez, 21 et>, sont des espaces vectoriels.
2. Montrer quex1+ 25 C 2.
3. On considére I'applicatio® de Q dans lui-méme définie par

D(X,y) = (xy, 3—):) :

Montrer qued est un difféomorphisme de clas§& deQ, i.e. ® est bijective et de
classeC® ainsi qued .

Soitg= fod~1, Calculeraflf eta2 f en fonction des dérivées partiellesgle
Montrer queg vérifie 92,g(u,v) = 2uazg(u V) pour tout(u,v) € Q.

On poseh = 0,9 et pour tout €]0, 40|, ¢y :]0, +-00[— R définie papy(u) = h(u,v).
Montrer quedy(u) = C(v),/u ol C est une fonction de clasg#.

Montrer queX = 21 + 2.
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