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Planche d’exercices 8

Exercice1: Soienta,b∈ R, a < b. À toute subdivisionσ = (xi)0≤i≤N de [a,b] à N +1
points et toute fonctionf continue sur[a,b], on associeφσ l’unique apllication affine par
morceaux telles queφσ est affine sur[xi ,xi+1] et coïncide avecf en lesxi .

L’objectif du problème est de trouver les fonctionsf de classeC 3 telles que pour tout
N, l’intégrale Z b

a
| f (t)−φσ(t)|dt

soit minimale pour la subdision à pas constant.

1. Déterminer une classe de fonctions qui répond au problème.

2. On supposeN = 2 et f ′′ > 0 sur[a,b]. Montrer que

f ′
(

a+b
2

)
=

f (b)− f (a)
b−a

.

3. Cas général : Soitx ∈]a,b[ appartenant à une subdivision à pas constant pour un
certainN. Montrer que sif ′′(x) 6= 0, alors f ′′′(x) = 0.

4. Conclure.

Exercice 2: Soit Ω =]0,+∞[×]0,+∞[. On cherche les fonctions de classeC 2 sur Ω
solutions l’équation aux dérivées partielles

x2∂2 f
∂x2 −y2∂2 f

∂y2 = 0. (1)

On considère les sous-ensembles suivants deC 2(Ω,R) :

Σ = { f ∈ C 2(Ω,R) | f est solution de(1)}
Σ1 = { f ∈ C 2(Ω,R) | il existeα ∈ C 2(]0,+∞[,R) telle quef (x,y) = α(xy)}
Σ2 = { f ∈ C 2(Ω,R) | il existeβ ∈ C 2(]0,+∞[,R) telle quef (x,y) = xβ(y

x)}.
1. Montrer queΣ,Σ1 et Σ2 sont des espaces vectoriels.

2. Montrer queΣ1 +Σ2⊂ Σ.

3. On considère l’applicationΦ deΩ dans lui-même définie par

Φ(x,y) =
(

xy,
y
x

)
.

Montrer queΦ est un difféomorphisme de classeC ∞ deΩ, i.e. Φ est bijective et de
classeC ∞ ainsi queΦ−1.

4. Soit g = f ◦Φ−1. Calculer∂2
11 f et ∂2

22 f en fonction des dérivées partielles deg.

5. Montrer queg vérifie ∂2
12g(u,v) = 1

2u∂2g(u,v) pour tout(u,v) ∈Ω.

6. On poseh= ∂2g et pour toutv∈]0,+∞[, ϕv :]0,+∞[→R définie parϕv(u) = h(u,v).
7. Montrer queϕv(u) = C(v)

√
u oùC est une fonction de classeC 1.

8. Montrer queΣ = Σ1 +Σ2.
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