MPSI A 2004-2005

Planche d’exercices 4

Exercicel: [Partition de N*]
On note[x]| la partie entiére supérieure du ré&el.e.l'unique entiem tel quen < x <

n—+1.
Pour touta > 0, on définit

Speca) = {E(ka) |k e N*}.

Montrer que les ensembl&peca) etSpe¢3) forment une partition d&* si et seulement
sia etf3 sont irrationnels et

(Tuyau : PoseN(a,n) = Card{k € N*|E(ka) < n} et vérifier queN(a,n)

(1)

a

Exercice2: [Exponentielle complexe]
Soitze C. On posan = (1+2)".

1. Montrer quelim |up| = eR%?.
2. Soité, = arg(lqL ﬁ) avecHy €] — 1t 1. Montrer qudim 6, = 0 et quetanBy, ~ 'mrfz) .
3. Montrer qudim u, = €.

Exercice3: [Nombres parfaits pairs]
Pourn € N*, on noteS(n) la somme des diviseurs dalN$ den. Un nombre est parfait
siS(n) = 2n.
1. Montrer queSest multiplicativej.e.simetn sont premiers entre eux, aldann) =
S(m)S(n).
2. Soitp e N tel que2P — 1 est premier. Montrer qu&®—1(2P — 1) est parfait (théoréme
d’Euclide).
3. Soitn parfait et pair. Montrer que s’écritn = 2P~1(2P — 1) ou (2P — 1) est premier
(théoreme d’Euler).



