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Planche d’exercices 2

Exercice1: [(École polytechnique)]
Soit P ∈ C[X] n’admettant que des racines simples non-nullesx1,x2, ...,xn. Montrer

que∑n
i=1

1
xiP′(xi)

=− 1
P(0) . Que vaut∑n

i=1
1

P′(xi)
?

Exercice2: [Nombres de Liouville (Grand classique toutes écoles)]
Soit P∈ Z[X] irréductible surQ et de degréd≥ 1 et a une racine réelle irrationnelle

deP.

1. Théorème de Liouville : montrer qu’il existe un réelc > 0 tel que pour tousp ∈
Z, q ∈ N∗, on a |a− p

q | ≥ c
qd . (Indication : raisonner dans un premier temps sur

[a−1,a+1].)

2. Soit (ak)k∈N une suite de chiffres non-identiquement nulle à partir d’un certain
rang,i.e. ak ∈ {0,1,2, ...,9}. Soitxn = ∑n

k=0
ak

10k! . Justifier l’existence dex = lim xn

et montrer qu’il est soit rationnel, soit transcendant.

Exercice3: [transcendance de e (École Polytechnique)]

1. Soit P∈ R[X] et pour toutt ∈ R,

I(t) =
Z t

0
et−uP(u)du.

Montrer que sidegP = q,

I(t) = et
q

∑
i=0

P(i)(0)−
q

∑
i=0

P(i)(t).

2. Supposons donnés des entiers relatifsa0,a1, ...,an tels quea0 6= 0 eta0+a1e+ · · ·+
anen = 0. Soit p∈ N. On pose

P = Xp−1(X−1)p(X−2)p · · ·(X−n)p J = a0I(0)+a1I(1)+ · · ·+anI(n).

Montrer queJ est un entier. Montrer que(p− 1)! divise J et enfin que pour tout
entier premierp assez grand,J 6= 0. (On regardera modulop!.)

3. Montrer qu’il existeC∈R tel que pour toutp∈N, |J| ≤Cp et trouver une minora-
tion de|J|. En déduire queeest transcendant.
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