MPSI A 2004-2005

Planche d’exercices 2

Exercice 1: [(Ecole polytechnique)]

Soit P € C[X] n"admettant que des racines simples non-nulegy, ..., x,. Montrer

ques ! spwy = Py QUE Vauty ) pis?

Exercice2: [Nombres de Liouville (Grand classique toutes écoles)]
SoitP € Z[X] irréductible suiQ et de degrél > 1 eta une racine réelle irrationnelle
deP.

1. Théoréme de Liouville : montrer gu'il existe un réet- 0 tel que pour toup €
Z, g€ N* onala— §| > . (Indication : raisonner dans un premier temps sur

C
q
[a_ 17 a+ 1])
2. Soit (ax)ken Une suite de chiffres non-identiguement nulle a partir d’'un certain
rang,i.e.ax € {0,1,2,...,9}. Soitx, = ZE:O%- Justifier 'existence d& = lim X,
et montrer qu'il est soit rationnel, soit transcendant.
Exercice3: [transcendance de e (Ecole Polytechnique)]
1. SoitP € R[X] et pour tout € R,
I(t)= €& YP(u)du.
0

Montrer que sdegP = q,
1(t) = ¢ iP(i)(O) - iP(i)(t).
is =
2. Supposons donnés des entiers relaifsy, ..., a, tels queag # Oetag+aje+-- -+
ane" = 0. Soitp € N. On pose
P=XPLYX-1P(X=2)P---(X—n)P  J=agl(0)+ayl(1)+--+anl(n).

Montrer queJ est un entier. Montrer quep — 1)! divise J et enfin que pour tout
entier premiemp assez grand] # 0. (On regardera modulp!.)

3. Montrer qu'il existeC € R tel que pour toup € N, |J| < CP et trouver une minora-
tion de|J|. En déduire que est transcendant.



