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Planche d’'exercices 1

Exercicel: SoitE un espace vectoriel de dimension finie. Soiem € L(E) telles que
fog=0etf+ge GL(E). Montrer querg f +rgg = dimE.

Exercice2: SoitE un espace vectoriel gt L(E). On suppose que pour toxt E,

(x, f(X)) est une famille liée. Montrer quk est une homothétie. En déduire le centre de
L(E), c’est-a-dire 'ensemble des endomorphismes qui commutent a tous les endomor-
phismes.

Exercice 3: Soitk € N. Montrer gu'il existe un unique polynéme € Q[X] tel que
P(cosx) = coskx ppour tout réek. Déterminer les racines de et et décompose% en
éléments simples.

Exercice4: SoitP € R[X]. Montrer I'équivalence entre :
1. Pour toutx € R, P(x) > 0;
2. llexisteA,B € R[X] tels queP = A% + B2,

Exercice5: Soit(F,) la suite de Fibonacci.

1. Soitn > 2. Montrer que le calcul dpgcd Fy11,Fn) par I'algorithme d’Euclide né-
cessite exactement— 1 divisions.

2. Soienta,b € N tels qued < b < aet soitd = pgcd a, b) . Montrer que si I'algorithme
d’Euclide appliqué da,b) s’arrete au bout da divisions euclidiennes, alors on a
a>dR, 1 etb>dFR,.

Exercice6:
1. Rappeler le rapport entre partition et relation d’équivalence.

2. SoitG un groupe fini eH un sous-groupe dé. En considérant la relatiaxR y <
xy~1 € H, montrer que le cardinal deé divise celui deG (théoréme de Lagrange).

3. Soitd : G — G’ un homomaorphisme de groupes Glest un groupe fini. Montrer
que|Ker¢||Imo| = |G|.
4. SoitK un corps de cardinal. Calculer|GL(n,K)| et|SL(n,K)]|.

5. Soit¢ : G — G un homomorphisme de groupes Glest un groupe fini. Montrer
queKerd = Ker? si et seulement $m ¢ = Im 2.



