MPSI A 2004-2005

Feuille d'exercices
Matrices |

Exercicel: SoitE un espace vectoriel. On désigne gt le bidual deE, i.e. (E*)*. Pour tout
x € E, on considérey, I'application deE* dansK définie parg(f) = f(X).

1. Montrer quex — @ est un isomorphisme de danse**. (Noter que dans le cas @&lest de
dimension finie, I'isomorphisme entEeet E** est canoniqué,e. ne dépend d’aucun choix
de base, ce qui n'est pas le cas elftret E*.) En particulier, sifj); est une base d&*, sa
base duale est canoniguement associée a une basealile baseantéduale

2. Donner la base duale des bases suivante®,@¢] : (X —a)¥)o<k<n et (Lj)o<j<n OU lesL
sont les polynémes interpolateurs de Lagrange aux paints. ,a, € C.

3. SoitE = K3, PourX = (x,Y,2), on posefy(X) =x+y—1z f(X) =x—y+zetf3(X) =
X-+Yy+ z Montrer que(f1, f2, f3) est une base de* et donner la base antéduale.

4. SOitE = C". Soit X = (Xg,...,%). On posefi(X) =x +x,18i1<i<n—letf(X)=
X1 + Xn. Déterminer s{ f;); est une base d&* et le cas échéant en donner la base antéduale.

Exercice2: SoitE de dimensiom et‘B = (&))1<j<n Une base.
1. Determiner la matrice de I'application linéaige; : & — dike; dans la base.
2. En déduire une expression BgEpg.
3. Déterminer le centre d@f,(K), i.e.les matrice& vérifiant pour touM € M,(K) MZ =ZM.
4

. Montrer que les matrices triangulaires supérieures strictes forment une sous‘atigbre
Mn(K) et déterminer son centre.

Exercice3: Soitf, € £(C3?) I'endomorphisme représenté, dans la base canonique, par

al 1l
Ma=| 1 a 1
11 a
1. Discuter suivant le parameéteedurang defs.
2. DéterminerKer f, etIm f,.

Exercice4:
1. SoitE = R3. Ecrire les matrices dans la base canonique des endomorphismes suivants :
(a) La projection sur le plan d’équation-2y+ 5z = 0 parallelement au vecte(t, 1, —1).

(b) La symétrie par rapport a la droite engendrée {{aR, —1) parallélement au plan
d’équationx+ 3y —z=0.

0O -1 -1
2. SoitM=| -1 0 -1 |.MontrerqueM estun projecteur, dont on déterminera image
1 1 2

et noyau. Donner la matrice de 'endomorphisme représentd pkans une meilleure base.

14 un détail prés : elle ne contient pas la matrice identité



3 -16 -12
3. SoitS= 2 -9 -6 |.Montrer queSest une symétrie dont on donnera les sous-
-2 8 5
espaces vectoriels caractéristiques. Doigdans une meilleure base.

111
Exercice5: SoitA=| 1 0 O |.Montrer que pour tout > 1, A" € Vect(A A?). Donner la
100
matrice deA".
0 0 0 x
P 1 000 4 . . .
Exercice6: SoitA= 010 0 . CalculerA™. Montrer queA est inversible si et seulement
0010
six # 0. Lorsquex # 0, détermineA" pour toutn € Z.
a> ab ac
Exercice7: Soita,b,cc RetA=| ba I bc |.DétermineiKerA, ImA et calculerdX pour
ca cb ¢
ke N.
Exercice8: SoitA= (a;j)i,j € Mn(K). On appelldracedeA le scalaireTrA = ay k.

1<k<n
1. Montrer queTr est une forme linéaire s\, (K).

2. Montrer que pour toute&, B € My(K), Tr(AB) = Tr(BA). En déduire que pour toute matrice
inversibleP, Tr(P~1AP) = TrA et que deux matrices semblables ont méme trace.

3. Montrer qu'il n’existe pas de matrices B telles queAB— BA = I,.

4. Soit f un endomorphisme de espace vectoriel de dimensianMontrer que la trace de la
matrice def dans la bas& ne dépend pas dB. On note ce scalairér f.

5. Déterminer la trace d’un projecteur et d’'une symétrie.

6. Soit f une forme linéaire sui,(K) telle quef(AB) = f(BA) pour toutesA, B € My (K).
Montrer qu'il existeA € K tel quef = A Tr. (On pourra utiliser la base canonique.)

Exercice9: SoitM = (m j) la matrice deM,,1(C) telle quem; j = (fj) pourl<i<ij<n+1
et0 sinon.

1. En considérani comme une matrice de changement de bas€giX], détermineM—1,
2. Soientag, as, . ..,a, € C. On définit par récurrence skir

by =
|

(Ma.

M~

Exprimeray en fonction de®;.

3. En déduire le nombre de permutations d’'un ensemblél@ments ne laissant aucun élément
fixe. (Introduired; le cardinal de 'ensemble des permutations d’un ensempléléments
ne laissant fixe aucun point, puis découggren partieshy contenant les permutations a
exactemenk points fixes.)

Exercice10: [Quaternions]



1. Montrer queC = { (E

a
b

_ab> la,be R} est un corps isomorphe@

2. Montrer queH = { ( _ab> la,be C} est un corps non-commutatif.



