MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Fonctions de deux variables - intégrales

multiples
Exercicel:
1. Calculer l'aire de I'intérieur de I'ellipse d’équatiofg + é =1
Z7Z
2. Calculer xydxdypourD = ABCouA(0,0), B(0,1)) etC(1,1).
D
ZZ

3. Calculer exzdxdyou D = {(x,y) € R?|0 <y < x < 1}. Que pensez-vous
de I’imp%rtzance de 'ordre des intégrations ?

4. Calculer  In(1+x+y)dxdyolD = {(x,y) € R?|x >0,y > 0,x+y < 1}.

D
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5. Calculer  €™dxdyouD = {(x,y) e R?|0<x—y<3,-2<x+2y<1}.
D
7
6. Calculer  xydxdyouD = {(x,y) € R?|r?<x®+y? <R’} avecO<r <R
24 dxdy
D 2 2 \2
7. Calculer Dm ouD={(x,y) eR°|0<x<1,0<y<1x+y <
1}.
. R+oo 2
Exercice2: [Calculde 5 e X dX
1. Justifier I'existence delim e “dx
77 Rerte 0
2. Calculerl; = e‘(xz+y2)dxdyou Dr ={(x,y) €R?|x>0,y>0,x2+y? <

Dr
r?}. Que dire de la fonction+ I, ?
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3. En déduireRIim ( e * dx) . (On pourra encadrer un carré par deux quarts
—> 400 0

de cercle.)

Exercice3:
1. Calculer I'aire d’une cardioide d’équation polage- 1+ cosb.

2. Calculer I'aire d’'une boucle de lemniscate d'équatjah-+y?)? = 2a°xy ol
a> 0. (On cherchera d’abord un paramétrage et on tracera la courbe.)



3. Calculer l'aire d'une boucle de strophoide d’équation polgire 2cob —
ﬁ. On étudiera d’abord la courbe.

Exercice4: [Centre de gravité]

1. Déterminer le centre de gravité du quart d’ellie- {(x,y) € R?|x> 0,y >
2 2
0%+ <1}
2. Déterminer le centre de gravité d’un secteur angulaire de rRyetd’angle
a.

3. Déterminer I'aire et le centre de gravité d’une arche de cycloide, paramétrée
part — (t —sint,1—cogt).

Exercice5: [Preuve du théoréme de Schwarz]
Soit f : R — R une fonction de class€?. Montrer que pour tous réedsb, ¢, d
telsquea<b,c<d,ona

2z R2f  92f

jab)x[cd] <0x—6y - ayox

En déduire le théoréeme de Schwarz.

) dxdy= 0.

Exercice6: [Une jolie application]

1. SoitP le pavé[a,b] x [c,d]. Montrer queP a un coté entier si et seulement si
Zz
g2 HY) dxdy= 0.
R

2. Soit R un rectangle du plan subdivisé en un nombre fini de petits rectangles
qui ont chacun un coté rationnel. Montrer e un coté rationnel. (Se ra-
mener a des cotés entiers par homothétie puis utiliser I'additivité.)

Exercice7: SoitV, le volume de la boule unité d&". Déterminer une formule de
récurrence pow, puis le calculer. Que dire dam,_.. V,y ? Est-ce attendu ?



