MPSI A 2004-2005

Feuille d'exercices
Intégrale de Riemann

Exercicel: [Lemme de Riemann-Lebesgue]

Soientf une fonction continue par morceaux sur le segnhektontrer que
Z

lim  f(t)sin(At)dt=0.
A——+oo |

(Considérerf constante, puis en escalier, puis continue.)

Exercice2: [Une méthodezé retenir]
s

Calculer la Iimitenlin+1 * sintdt. (On regardera séparément un petit voisinagé de
— 00 0

et le reste.)
Exercice3: [Sommes de Riemann]
1. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les limites des suites suivantes :
1
n—-1 n-1 n-1 n 2\ n
n 1 .kt 1 . km ke "
> e, =< k?sin— > L sin— Mit+=) -
o+ ™% n o n K—1 n
(On laissera la troisieme sous forme intégrale, sans chercher a la calculer.)
2. Calculer les limites des suites suivantes
n—-1 1 n-1 1

vl
z > sm(—) z ——r
o vne—Kk N/ (& 2+cos’y

3. Calculer de trois manieres différentes la limite de la suite

1
(2n)1\ n
ninh J
Exercice4: [Intégrales de Wallis]
On posd, = ¢ sin"tdt pour tout entien (intégrales de Wallis).
1. Calculerlg etl;.

2. Montrer quely,2 = 251, En déduire :

| (2p-1)(2p—-3)---3-1m_ (2p)! ™
T T op(2p—2)---4-2 2 22(ph)22
L 2p(2p—2)---4-2  2%P(p!)?
2T 2p+1)(2p—1)---5-3 (2p+ 1)




3. Montrer quélp1 < I puis quel, ~ In+1. En déduire un équivalent dé,).

4. Developpetzplopi1 parlaformule de Stirling en en déduire la valeur de la constante
intervenant dans la formule.

Exercice5: Soientp etq deux entiers positifsy et 3 deux réels positifs. Calculer
Zp
lpg= (t—a)P(t—p)ddt.
a

Exercice6: Soienta etb deux entiers strictement positifs. On considére pour tout entier
nle polyndmeP, = 1 X"(bX —a)". .

1. Prouver que la suite de terme géndgak  5'Pn(X) sinxdx converge vers.

2. Prouver qué®, et toutes ses dérivées prennent des valeurs entieesteh

3. Sil'on supposetrationnel et valan§, prouver qud, serait un entier non-nul. En

déduire quetest irrationnel.
Exercice7: Soita < —1. Donner un équivalent de la suite

B 1a_|_2(x_|_+n(1
Un = nl+a

Exerci£e8: Soit f définie et continue par morceaux $Qrl] et continue en 0. Calculer
1
lim n x"f(x)dx
N—-o0 0
Z o
. _t2
Exercice9: [Calcul de e " dt]
0
On suppose connus les résultats précédents sur les intégrales dd\Wallis

R
1. Exprimer Oﬁ(l— tﬁz)”dt en fonction des intégrales de Wallis.
2. (a) Effectuer le changement de varialile- arctant—n, dans I'intégrale

Zm g -
= 1+ —) "dt.
h= @)

R
(b) Majorer la suitg 1:;/2400§tdt\ par une suite géometrique convergente.

(c) Montrer qudimy . Jn = 4[
t? n —t? t? -n
3. Montrer que pour tout € [0,+/n], on a(1— ﬁ) <e " <(1+ ﬁ) :
Z
+0o0

4. En déduire la valeur de e tdt.
0

Exercice10: Soienta un réel strictement positif €t une fonction strictement croissante
et continue suf0, a] telle quef(0) = 0. On appelley la réciproque dd.



1. On supposd dérivable. Montrer la formule

X Z f(x)
f(t)dt + g(t)dt = xf(x). (1)

2. Eninterprétant graphiquement les deux intégrales précédentes, démontrer I'égalité
(1) sans I'hypothése de dérivabilité.
3. Soientu etv vérifiant0 <u < aet0<v< f(a). Vérifier que
z u z \
uv<  f(Hdt+  g(t)dt
0 0

4. Application : Soientp,q €]1, +oo| tels que%) + é — 1. Montrer queuv < “—: + %.

Exercice1ll: [Des sommes de Riemann bien cachées]
Soitx un réel différent de 1.

1. Simplifier
P¥) = ] (1 2xcos(kn> +x2>
n = — — .
1<k<n n

2. En déduire, poux difféerent del et —1, la valeur de l'intégrale :

Z n

. In (1 2xcogt +x?) dt.

Exercice12: Soitf une fonction de class€? sur[0, 1]. Déterminer et tels que
Z 1 n-1
1. /k a 1
=5 (K) < Bo(L),
0 & \n n n n
2

Z

Exercice13: SoitF(x) = —— pourx €]0,1[U]1, 4-oo].
x logt

i 1 _ 411
1. En utlllsantm = tf@’
2. Montrer queF est de classe€™ surR+.

3. Montrer queF est convexe et tracer sa courbe représentative.

4. Donner un développement limité a I'ordre 3 en 1Fde

montrer qud- se prolonge par continuité €net enl.

Exercicel4: Soitr € R etP(2) =5}, aZ“ un polynéme a coefficients complexes. On
noteM(r) = sup,_, |P(2)|.
1. Pour tout entiep, 0 < p < n, on pose
Z 2n

b= P(re'®)r Pe'Pdp.
0

M
Montrer quelap| < M.



2. On suppose maintenant qu'il existes {0, ...,n} tel que|ay| = % Montrer que

P(z) = anz™

Exercice 15: [Un exemple de fonction dérivable qui nest pas de classe 1]
Soit Ry . L
F(x) = o Sing pourx # 0
f(0)=0
1. Montrer quef existe et est continue. (On appliquera la définition de l'intégrale de
Riemann a une fonction qui n’est pas continue par morceaux.)
2. En écrivanssing =t2} sinf et en intégrant par partie, montrer gfiest dérivable.

3. Montrer quef n’est pas de classé’.



