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Feuille d’exercices

Groupes

Exercice1:

1. Montrer que l’ensemble des bijections de l’ensembleX est un groupe.

2. Montrer que l’ensemble des bijections continues deR dansR est un groupe.

3. Les bijections dérivables deR dansR forment-elles un groupe ?

Exercice2:

1. Montrer que l’applicationexp :R−→R∗ est un homomorphisme de groupe. Quelle
est son image et son noyau ?

2. Montrer que l’applicationf : R∗ −→ R∗ définie parx 7−→ x
|x| est un homomor-

phisme de groupes. Quel sont son image et son noyau ?

3. Mêmes questions avec l’applicationg : C∗ −→ C∗ définie parz 7−→ z
|z| .

Exercice3: SoitG un groupe etg un élément deG. Soit φg l’application deG dansG
définie parh 7−→ ghg−1. Montrer queφg est un homomorphisme de groupes. Si le groupe
G est commutatif, que vautφg ?

Exercice 4: Montrer que pour tout entiern, l’ensemble (noténZ) des entiers relatifs
multiples den est un sous-groupe deZ.

Réciproquement soitH un sous-groupe deZ. Montrer queH admet un plus petit
élément positif, que l’on appellea. Montrer queH contient le groupeaZ. Montrer queH
est égal au groupeaZ.

Exercice5: (Cette question est difficile. Elle demande des connaissances sur les espaces
vectoriels) Soitφ un homomorphisme du groupeR dans lui-même. Montrer qu’il s’agit
d’une application linéaire duQ-espace vectorielR dans lui-même. Est-ce une application
R-linéaire ?

Exercice 6: Soit a et b deux nombres réels. On considère la fonctionfa,b de R dans
lui-même définie parx 7−→ ax+b. Montrer que l’ensemble desfa,b aveca non-nul est un
groupe pour la composition des fonctions. Quel est l’élément neutre et quel est l’inverse
de fa,b ? Ce groupe est-il commutatif ?


