MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Géometrie vectorielle euclidienne du plan et de I'espace

Exercice 1: SoitE un espace euclidien de dimension 2. Soit SOE) etse O(E) \
SQE) =0 (E).

1. Simplifiersorosetrosor.

2. SoientRy = (0B - sind) et gy = (‘;?rffg f;g‘;p). CalculerRyS,, SyRe et $Sp. En dé-

duire la réponse a la premiére question.

Exercice2: SoitE un espace euclidien orienté de dimension trois.

1. Soientu,v € E. Montrer qu'’il existe un unique € E tel que pour touk € E, (w|x) =
Det(u,Vv,X). On noteu A v ce vecteum.

2. On considére I'applicatioriu,v) — uAv. Montrer qu’elle est alternée et bilinéaire
antisymétrique. Montrer queA v € Vect(u, V).

3. Montrer que deux vecteutsv € E sont colinéaires si et seulemenusiv = 0.
4. Exprimer||uA V|| en fonction de I'écart angulai@entreu et v.

5. Montrer que siu,v) est libre, alorgu,v,uAv) est une base dé. En déduire que si
(u,v) est une famille orthonormaléy,v,u A V) est une base orthonorméee

6. Donner les coordonnées de v en fonction des coordonnéesuetv dans une base
orthonormée directe. Soiefd, e, €3) une base orthonormée. Calculer égs €;.

7. Soitxg € E. Donner la matrice dans une base orthonorméerdexg A X.

8. Démontrer la formule du double produit vectoriels (vAw) = (ulw)v— (u|v)w pour
tousu,v,w € E.

9. Soit f € L(E) non nulle. Montrer qué est une rotation si et seulementf$u A v) =
f(u) A f(v) pour tousu,v € E.

Exercice3: [Matrice circulante]
acb
Soientajb,ce RetM=| b a c
c b a

1. Donner une condition nécessaire et suffisanteashirc pour queM soit la matrice
d’une rotatiorr dans une base orthonormeée.

2. On suppose queest une rotation d’angl@. Donner son axe et exprimer les coeffi-
cients deM en fonction dea, b etc.

Exercice4: [Rotations qui commutent]
SoitE un espace euclidien orienté de dimension trois. Sdiemte SQE) \ {Ide }.



1. On suppose qué etg ne sont pas des retournements. Montrer fjegég commutent
si et seulement si elles ont méme axe.

2. On suppose qué etg sont deux retournements d’ax@s et D,. Montrer quef etg
commutent si et seulementj et D, sont orthogonales.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux rotations commutent.

Exercice 5: SoitM € M (3,R) la matrice d’'une rotation d’axe orienté et dirigé par le
vecteur de coordonnéés, b, c).

1. Comment reconnaitre 8 est un retournement ?
2. On suppose quigl n’est pas un retournement. Exprindr—'M en fonction dea, b, c.

Exercice6: [Une formule explicite]

Soit E un espace euclidien orienté de dimension trois. 6ddt rotation d’angled et
d’axe dirigé et orienté pad unitaire.

1. Montrer que pour tout € E,

r(x) = c0367+sineﬁA7+2<ﬁ\?>sinzgﬁ.

Comment faut-il transformer cette équationtsin’est pas unitaire.

2. Soit B une base orthonormée (@ b, c) les coordonnées d&. Donner la matrice de
r dansB.

Exercice7: [2 méthodes]
1. Donner, en utilisant deux méthodes, la matrice dans la base canonique de la rotation
deR3 d'axe dirigé et orienté par= (1,1,1) et d’angle] (resp.).
2. Donner, en utilisant deux méthodes, la matrice dans la base canonique de la rotation
deR® d’axe dirigé et orienté par= (0,1,1) et d’angle—%".

Exercice8: [Détermination géométrique]
Caractériser les trnasformations géométriques dont les matrices dans une base orthonor-
mée directe sont

010 3 1 6 7 4 -4 7 4 4
1 1

001 = 1 3 -6 gl 4 -1 -8 sl4 1 -8

100 -6 V6 2 -4 -8 -1 4 -8 1

Exercice9: SoitU = (a,b,c) unitaire.

1. Donner la matrice dans la base canoniquékdele la reflexion par rapport au plan
d’équationax+ by+cz= 0.

2. Donner la matrice dans la base canoniqu&dele la rotation d’axe dirigé et orienté
par U et d’anglel.

a> ab—c ac+b
3. Caractériser géométriquemeptab+c ¥ bc—a
ac—b bcta &

4. Ecrire toutes les matrices des retournements.



