
MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices

Géométrie vectorielle euclidienne du plan et de l’espace

Exercice 1: Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soitr ∈ SO(E) et s∈ O(E) \
SO(E) = O−(E).

1. Simplifiers◦ r ◦set r ◦s◦ r.

2. SoientRθ =
(

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
et Sφ =

(
cosφ sinφ
sinφ −cosφ

)
. CalculerRθSφ, SφRθ et SθSφ. En dé-

duire la réponse à la première question.

Exercice2: SoitE un espace euclidien orienté de dimension trois.

1. Soientu,v∈E. Montrer qu’il existe un uniquew∈E tel que pour toutx∈E, 〈w|x〉=
Det(u,v,x). On noteu∧v ce vecteurw.

2. On considère l’application(u,v) 7→ u∧ v. Montrer qu’elle est alternée et bilinéaire
antisymétrique. Montrer queu∧v∈ Vect(u,v)⊥.

3. Montrer que deux vecteursu,v∈ E sont colinéaires si et seulement siu∧v = 0.

4. Exprimer‖u∧v‖ en fonction de l’écart angulaireθ entreu etv.

5. Montrer que si(u,v) est libre, alors(u,v,u∧v) est une base deE. En déduire que si
(u,v) est une famille orthonormale,(u,v,u∧v) est une base orthonormée deE.

6. Donner les coordonnées deu∧v en fonction des coordonnées deu etv dans une base
orthonormée directe. Soient(e1,e2,e3) une base orthonormée. Calculer lesei ∧ej .

7. Soitx0 ∈ E. Donner la matrice dans une base orthonormée dex 7→ x0∧x.

8. Démontrer la formule du double produit vectoriel :u∧(v∧w) = 〈u|w〉v−〈u|v〉w pour
tousu,v,w∈ E.

9. Soit f ∈ L(E) non nulle. Montrer quef est une rotation si et seulement sif (u∧v) =
f (u)∧ f (v) pour tousu,v∈ E.

Exercice3: [Matrice circulante]

Soienta,b,c∈ R etM =




a c b
b a c
c b a


.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sura,b,c pour queM soit la matrice
d’une rotationr dans une base orthonormée.

2. On suppose quer est une rotation d’angleθ. Donner son axe et exprimer les coeffi-
cients deM en fonction dea,b etc.

Exercice4: [Rotations qui commutent]
SoitE un espace euclidien orienté de dimension trois. Soientf ,g∈ SO(E)\{IdE}.
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1. On suppose quef etg ne sont pas des retournements. Montrer quef etg commutent
si et seulement si elles ont même axe.

2. On suppose quef et g sont deux retournements d’axesD1 et D2. Montrer quef et g
commutent si et seulement siD1 etD2 sont orthogonales.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux rotations commutent.

Exercice 5: Soit M ∈ M (3,R) la matrice d’une rotation d’axe orienté et dirigé par le
vecteur de coordonnées(a,b,c).

1. Comment reconnaitre siM est un retournement ?

2. On suppose queM n’est pas un retournement. ExprimerM− tM en fonction dea,b,c.

Exercice6: [Une formule explicite]
Soit E un espace euclidien orienté de dimension trois. Soitr la rotation d’angleθ et

d’axe dirigé et orienté par−→u unitaire.

1. Montrer que pour toutx∈ E,

r(x) = cosθ−→x +sinθ−→u ∧−→x +2〈−→u |−→x 〉sin2 θ
2
−→u .

Comment faut-il transformer cette équation si−→u n’est pas unitaire.

2. Soit B une base orthonormée et(a,b,c) les coordonnées de−→u . Donner la matrice de
r dansB.

Exercice7: [2 méthodes]

1. Donner, en utilisant deux méthodes, la matrice dans la base canonique de la rotation
deR3 d’axe dirigé et orienté paru = (1,1,1) et d’angleπ

4 (resp.π
3).

2. Donner, en utilisant deux méthodes, la matrice dans la base canonique de la rotation
deR3 d’axe dirigé et orienté paru = (0,1,1) et d’angle−2π

3 .

Exercice8: [Détermination géométrique]
Caractériser les trnasformations géométriques dont les matrices dans une base orthonor-

mée directe sont



0 1 0
0 0 1
1 0 0


 1
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3 1
√

6
1 3 −√6

−√6
√

6 2


 1

9



−7 4 −4
4 −1 −8
−4 −8 −1


 1
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7 4 4
4 1 −8
4 −8 1


 .

Exercice9: Soit−→u = (a,b,c) unitaire.

1. Donner la matrice dans la base canonique deR3 de la reflexion par rapport au plan
d’équationax+by+cz= 0.

2. Donner la matrice dans la base canonique deR3 de la rotation d’axe dirigé et orienté
par−→u et d’angleπ

2 .

3. Caractériser géométriquement




a2 ab−c ac+b
ab+c b2 bc−a
ac−b bc+a c2


.

4. Écrire toutes les matrices des retournements.
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