MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Géometrie affine euclidienne du plan et de I'espace

Dans toute la suite? désigne un plan affine euclidien €tdésigne un espace
affine euclidien de dimension trois, tous les deux éventuellement orientés si
besoin est.

Exercicel: Soient¥ et G deux espaces affineset ¥ — G une application affine. So@
le barycentre de la famille de points pondéfés, Ai))i dansF. Montrer que le barycentre
de la famille(f(Ai),Ai); estf(G).

Exercice2: SoitG un sous-groupe fini des déplacements du plan affine eucligli€dn
énumere les éléments G

G=1{01,02,---,0n}-
1. Soit O € P Montrer que le centre de gravité de la familg(O))1<i<n est invariant
par tous les éléments @ On le noteQ.
2. Montrer gue les éléments @&sont des rotations de centie
3. En considérant les angles dgA2m] des rotations d&, montrer ques = {rex|0 <
k < n} ourg est la rotation de cent@ et d’anglef. '

Exercice3:

1. Déterminer toutes les isométries d’un carré, d’'un losange, d'un rectangle, d’'un tri-
angle équilatéral, d'un triangle rectangle, d’un triangle isocéle.

2. Déterminer toutes les isométries du cube dont les sommets sont les(gelintsl, +1).
Reconnaitre le groupe des isométries directes du cube.

Exercice4: Soient?, P, deux plans affines dars. On suppose qu@iL - fl—>’2 Soits; la
reflexion orthogonale par rapport. Déterminers; o s,.

Exercice 5: SoientA, B,C trois points non-alignés danB. Soientpa (respectivement
ps, pc) la projection orthogonale sur la droit8C) (respectivementAC) et (AB)). Soit
f : (AB) — (AB) définie parf = pco pgo pa.
1. Soitd une droite affine, dont on fix® un point et un vecteur directeur. L'abscisse
—
d’un pointM € d est alors I'unique réet tel queOM = xU. Soit @ une application
affine ded. Donner I'expression analytique de I'abscissepdél) en fonction dex.
En déduire la justification d’un point de vocabulaire qui remonte au collége.
2. Montrer que pour touB, Q € (AB), d(f(P), f(Q)) < d(P,Q).

3. Montrer qu'il existe un uniqué € (AB) tel quef(U) = U. Dessiner alors les seg-
ments[uv pA(U )]7 [pA(U )7 poA(U )}7 [pB pA(U)7 f(U )]

Exercice6: SoientAy, ..., A, des points de? etG le centre de gravité. Sol un vecteur
—
unitaire de®.



1. Soit D une droite orthogonale & et O un point de?. Montrer que

d(A,D)?=n0G- T + ((ﬁi-ﬁ’)z.

1<kzn 1<kzn

2. Endéduire que lorsqu® parcourt 'ensemble des droites orthogonales,a d(Ac, D)?
1<k<n
est minimal quand € D.

Exercice7: Déterminer la nature géométrique de I'applicatiorRielans lui-méme don-
née par

X = %x—%er %z
y, - §X+ éy—gz
Z = —Ix+iy+3z+1

Exercice8: Soientr; etr, deux retournements de d’axes respectifd; et D».
1. (a) Montrer que stD; et D, sont sécantes; orp est une rotation.
(b) Montrer que stD; et D, sont paralléles;, orq est une translation.
(c) Montrer que stD; et D, ne sont pas coplanairas,ori est un vissage.

2. Soitr une rotation différente de l'identité. Montrer queest la composée de deux
retournements d’axedy etd, sécantes sur I'axe de

-
3. Soit V € E non nul. Montrer que la translatidrde vecteurv est la composée de
deux retournements d’axes paralléles.

4. Montrer que tout vissage est la composée de deux retournements.

Exercice9: Soit f un antidéplacement du plan.
1. Montrer que sif admet un point fixef est une reflexion.
2. Montrer que sif n'admet pas de point fixef =t os ou s est une reflexion affine

d'axed ett est une translation de vecteur € d. (f s’appelle une symétrie glissée
ou glissement.) Montrer queet s sont unigues et que> s = sot.

Exercice10: On fixe un repére orthonormé direct du plan orieptdorigine O.

1. SoientA,B,C,D de coordonnées respectiv@sl), (0,2),(1,3),(1,5). Déterminer le
centre, le rapport et la mesure de I'angle de I'unique similitude qui erdesur
[CDJ, puis de celle qui envoifAC] sur[BD].

2. SoientA,B,C les points de coordonnées respectivem@n®), (1,1),(0,1). Soient
L € [OA,M € [AB],N € [CQ tels que le triangl&MN soit équilatéral. Montrer que
le milieu de[MN] a pour coordonnégd,/2,/3/2).

Exercice11: Soitf une application affine d'un espace affine euclidien. On suppose que
pour tout pointM, ||M f(M)]| est constant. Montrer quieest une translation.
Exercice 12: SoitF un espace affine euclidien &t ¥ — ¥ une fonction. On suppose
que pour tou®\,B € F, on ad(f(A), f(B)) =d(A,B). SoitO € ¥.
.. — — — _—> , .
1. On définitg: F — F par@OM) = f(O)f(M). Montrer queg préserve le produit
scalaire puis queest linéaire.
2. En déduire qud est une isométrie affine.



