
MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices

Géométrie affine euclidienne du plan et de l’espace

Dans toute la suite,P désigne un plan affine euclidien etE désigne un espace
affine euclidien de dimension trois, tous les deux éventuellement orientés si
besoin est.

Exercice1: SoientF etG deux espaces affines etf : F →G une application affine. SoitG
le barycentre de la famille de points pondérés((Ai ,λi))i dansF. Montrer que le barycentre
de la famille( f (Ai),λi)i est f (G).

Exercice2: SoitG un sous-groupe fini des déplacements du plan affine euclidienP . On
énumère les éléments deG :

G = {g1,g2, ...,gn}.
1. Soit O∈ P Montrer que le centre de gravité de la famille(gi(O))1≤i≤n est invariant

par tous les éléments deG. On le noteΩ.

2. Montrer que les éléments deG sont des rotations de centreΩ.

3. En considérant les angles dans[0,2π[ des rotations deG, montrer queG = {r k2π
n
|0≤

k < n} où rθ est la rotation de centreΩ et d’angleθ.

Exercice3:

1. Déterminer toutes les isométries d’un carré, d’un losange, d’un rectangle, d’un tri-
angle équilatéral, d’un triangle rectangle, d’un triangle isocèle.

2. Déterminer toutes les isométries du cube dont les sommets sont les points(±1,±1,±1).
Reconnaitre le groupe des isométries directes du cube.

Exercice4: SoientP1,P2 deux plans affines dansE . On suppose que
−→
P1
⊥ ⊂−→P2. Soitsj la

reflexion orthogonale par rapport àP j . Déterminers1◦s2.

Exercice 5: SoientA,B,C trois points non-alignés dansP . Soient pA (respectivement
pB, pC) la projection orthogonale sur la droite(BC) (respectivement(AC) et (AB)). Soit
f : (AB)→ (AB) définie parf = pC ◦ pB◦ pA.

1. Soitd une droite affine, dont on fixeO un point et−→u un vecteur directeur. L’abscisse
d’un pointM ∈ d est alors l’unique réelx tel que

−−→
OM = x−→u . Soit φ une application

affine ded. Donner l’expression analytique de l’abscisse deφ(M) en fonction dex.
En déduire la justification d’un point de vocabulaire qui remonte au collège.

2. Montrer que pour tousP,Q∈ (AB), d( f (P), f (Q)) < d(P,Q).

3. Montrer qu’il existe un uniqueU ∈ (AB) tel que f (U) = U . Dessiner alors les seg-
ments[U, pA(U)], [pA(U), pBpA(U)], [pBpA(U), f (U)].

Exercice6: SoientA1, ...,An des points deP et G le centre de gravité. Soit−→u un vecteur
unitaire de

−→
P .
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1. Soit D une droite orthogonale à−→u etO un point deD. Montrer que

∑
1≤k≤n

d(Ak,D)2 = n
−→
OG·−→u + ∑

1≤k≤n

(−−→
GAk ·−→u

)2
.

2. En déduire que lorsqueD parcourt l’ensemble des droites orthogonales à−→u , ∑
1≤k≤n

d(Ak,D)2

est minimal quandG∈D.

Exercice7: Déterminer la nature géométrique de l’application deR3 dans lui-même don-
née par 




x′ = 2
3x− 1

3y+ 2
3z

y′ = 2
3x+ 2

3y− 1
3z

z′ = −1
3x+ 2

3y+ 2
3z+1

Exercice8: Soientr1 et r2 deux retournements deE d’axes respectifsD1 et D2.

1. (a) Montrer que siD1 et D2 sont sécantes,r2◦ r1 est une rotation.

(b) Montrer que siD1 et D2 sont parallèles,r2◦ r1 est une translation.

(c) Montrer que siD1 et D2 ne sont pas coplanaires,r2◦ r1 est un vissage.

2. Soit r une rotation différente de l’identité. Montrer quer est la composée de deux
retournements d’axesd1 etd2 sécantes sur l’axe der.

3. Soit−→v ∈ −→E non nul. Montrer que la translationt de vecteur−→v est la composée de
deux retournements d’axes parallèles.

4. Montrer que tout vissage est la composée de deux retournements.

Exercice9: Soit f un antidéplacement du plan.

1. Montrer que sif admet un point fixe,f est une reflexion.

2. Montrer que sif n’admet pas de point fixe,f = t ◦ s où s est une reflexion affine
d’axed et t est une translation de vecteur−→u ∈ −→d . ( f s’appelle une symétrie glissée
ou glissement.) Montrer quet etssont uniques et quet ◦s= s◦ t.

Exercice10: On fixe un repère orthonormé direct du plan orientéP d’origineO.

1. SoientA,B,C,D de coordonnées respectives(0,1),(0,2),(1,3),(1,5). Déterminer le
centre, le rapport et la mesure de l’angle de l’unique similitude qui envoie[AB] sur
[CD], puis de celle qui envoie[AC] sur[BD].

2. SoientA,B,C les points de coordonnées respectivement(1,0),(1,1),(0,1). Soient
L ∈ [OA],M ∈ [AB],N ∈ [CO] tels que le triangleLMN soit équilatéral. Montrer que
le milieu de[MN] a pour coordonnées(1/2,

√
3/2).

Exercice11: Soit f une application affine d’un espace affine euclidien. On suppose que

pour tout pointM, ‖−−−−→M f (M)‖ est constant. Montrer quef est une translation.

Exercice12: SoitF un espace affine euclidien etf : F → F une fonction. On suppose
que pour tousA,B∈ F , on ad( f (A), f (B)) = d(A,B). SoitO∈ F .

1. On définitφ :
−→
F →−→

F par φ(
−−→
OM) =

−−−−−−→
f (O) f (M). Montrer queφ préserve le produit

scalaire puis queφ est linéaire.

2. En déduire quef est une isométrie affine.
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