MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Fonctions de deux variables - différentiabilité

Exercicel: SoitU un ouvert deR? et f € C1(U,R). Calculer les dérivées (éven-
tuellement partielles) en fonction dgf etdy f des fonctions

axy)=f(y,x)  RX)=FXxx)  gxy) =fyfXxx)
a(X) = F(x F(xX)  g5(xy) = f(x—y,x2—y°).

Exercice2: Les fonctions suivantes sont-elles de clagse

f1(x,y) = { X§+§§ si(xy) # (0,0) fo(xy) = { (X2+y;2)2 si (x,y) # (0,0)

0 sinon 0 sinon

-1 x34y3
ey = € TF SN AQ0) gy = { e S # (0.0
0 sinon 0 sinon
Ix%ly®
fs(xy) = xyi®ota >0 fe(xy) = { ey STV #(0.0) yeca, g >0
0 sinon

Exercice3: Soitf € C}(R,R). On pose

f)—1(y)

(x) sinon

1. Montrer queg est continue.
2. On supposd de classe™?. Montrer queg est de classe™.

Exercice4: Soitf une fonction d’un ouvert dB? dansR de classe 2. On définit
2 2
le laplacien def parAf = ‘37; + %. On dit quef est harmonique €if = 0.

1. SoitP € C[X]. Montrer que(x,y) — ReP(x+iy) est harmonique. Quels mo-
némesxPy" sont harmoniques ?



5.

On supposd harmonique de clasge®. Montrer que les fonctions suivantes
le sont aussi :
Ox f X0x f + yoy f yox f —xayf.

. Exprimer le laplacien en coordonnées polaires.
. Soit (X0,Y0) € RZ Soitr(x,Y) = [|(x,y) — (X0, Yo) 2. CalculerAr™ pour tout

neN etA%. Veérifier quelnr est harmonique.
On se place darR3. Montrer que% est harmonique.

Exercice5: [Equations aux dérivées partielles ]

1.

=

2
3
4.
5
6

Résoudre les équations aux dérivées partielles :
(@) of /Jox=0;
(b) 0f /ox=h(x) ouh: R — R continue;
(c) of Jox=h(y) ouh: R — R continue;
(d) 0°f/ax?>=0;
(e) 9%f /oxdy = 0;
(f) af /Jox—2df/dy = 0. (Utiliser un changement de variable linéaire.)

. Résoudre I'équation des cordes vibrantes

0% f 0% f
a2 Cae 0
ouc > 0 a l'aide d’'un changement de variables- x+ at, y = x+ bt.

. Résoudre a I'aide des coordonnées polaires

X0yf —yoxf =0 x0xf +ydyf = /X2 +y2.

. Déterminerf de classa? surR telle queg définie suR*. x R par (x,y)

f (%) soit solution de

g g _y
o2 a2 X
Exercice6: [Extrema] Etudier les extrema des fonctions :
(X,y) — Sy,
. (Xy) — x& +ye.
C(Xy) = (y=Xx)3+6xysur{(xy)| —1<x<y<1}.
(X,Y,2) > X2 +y2 + 22+ 2xyzsurR3.
sinx = siny — sin(x+Y).
xyzZnxInylnzsur(R% )3,

Exercice7: [dérivée du déterminant]
SoitE = M(R). Soit@ = det :E — R. Calculerdg(l,), puisd@(A) pour tout
AcE.



