MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Fonctions de deux variables - continuité

Exercicel: [Exemples a retenir]

1. Soit f la fonction définie suR? par

2oz Si(xy) #(0,0);
— x2+y2’ ) ) ’
fx) { 0, sinon.

Montrer que les applications partielles sont continues.
2. En considérant— (ta,tp), montrer quef n’est pas continue.
3. Soitg définie suR? par

0, sinon.

g(x,y):{ 2 si(ey) £ (0.0);

Montrer que pour tout vecte(a, B) € R?, lim_0,0)9(ta,tB) = 0. g est-elle
continue en(0,0) ?

Exercice2:
1. Etudier I'éventuelle limite eri0,0) des fonctions définies par les expressions
suivantes :
xsin(xy) IX+Y]| X2y X — sinx
X2+y2 \/m X2+y4 X2+y2 :
2. Soit

f: [0,1% — R
—x)2(1—y)2 -
(xy) — G

Etudier le prolongement éventuel par continuitéfdgur [0, 1]2.
3. Etudier le domaine de continuité de (R*)? — R définie par

y*, siy>0;
0, siy=0etx>0;

1, six=y=0.



py®
X2+y2'
5. Etudier I'éventuelle limite erf0,0) de % pour (x,y) dans I'ensemble de
définition.

4. Discuter en fonction du parametre réetle la continuité ei0,0) de

Exercice3: [Recollements de fonctions continues]

1. SoientA; et A, deux parties d&R?, A= A UA; et f : A— R une fonction.
Soita € A1 N Az. On supposd , et f, continues era. Montrer quef est
continue era.

2. Etudier la continuité de

2 . .
hmw:{§,$M<M,
y, sinon.

Exercice4: [En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes]

Soit A une partie deR? et f une fonction deA dansR. On dit qu’'un partieB
estferméesi toute suitgby,) convergente darR? a sa limite dan$. On supposé
fermée et bornée.

1. Etablir le théoréme de Bolzano-Weierstrass : toute suite bornéeRfaad-
met une sous-suite convergente.

2. Soita € A. Montrer quef est continue ea pour une normé\ si et seulement
si pour toute suit¢a,) d’éléments de\ convergente vera, on alim f(a,) =
f(a).
3. Montrer quef est bornée. (Raisonner par I'absurde et utiliser Bolzano-Weierstrass).

Montrer que la borne supérieukt de f est atteinte en considéragta) =

—M_lf(a). Que dire de la borne inférieure ?

4. SoitN une norme suR?.

(a) Enintroduisant une base &2, montrer qu'il existeC; € R tel que pour
toutu € R?, N(u) < Cy|u][e.

(b) Montrer queN estC;-lipschitzienne donc continue (pour la norhé.,).

(c) SoitS= {u e R?|||ul|« = 1}. Montrer queS est fermé et bornée (pour
la norme||.||). SoitC; = infN;s. Montrer queC; > 0. En déduire que
pour toutu € R?, ||ull < CoN(u).

(d) En déduire que toutes les normes Rdrsont équivalentes.

5. [ComplémentMontrer qu’une partid® est fermée si et seulement si son com-
plémentaire est ouvert.

Exercice5: [Caractérisation de la continuité]
Soit f une application entr deux espaces normés. Montrerfqest continue si
et seulement si I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert.



