
MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices

Fonctions de deux variables - continuité

Exercice1: [Exemples à retenir]

1. Soit f la fonction définie surR2 par

f (x,y) =
{ xy

x2+y2 , si (x,y) 6= (0,0) ;

0, sinon.

Montrer que les applications partielles sont continues.

2. En considérantt 7→ (tα, tβ), montrer quef n’est pas continue.

3. Soit g définie surR2 par

g(x,y) =

{
xy2

x2+y4 , si (x,y) 6= (0,0) ;

0, sinon.

Montrer que pour tout vecteur(α,β) ∈ R2, limt→(0,0) g(tα, tβ) = 0. g est-elle
continue en(0,0) ?

Exercice2:

1. Étudier l’éventuelle limite en(0,0) des fonctions définies par les expressions
suivantes :

xsin(xy)
x2 +y2

|x+y|√
x2 +y2

x2y
x2 +y4

x−sinx
x2 +y2 .

2. Soit
f : [0,1[2 −→ R

(x,y) 7−→ (1−x)2(1−y)2

(1−xy)3

.

Étudier le prolongement éventuel par continuité def sur[0,1]2.

3. Étudier le domaine de continuité deg : (R+)2→ R définie par




yx, si y > 0;
0, si y = 0 etx > 0;
1, si x = y = 0.
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4. Discuter en fonction du paramètre réelα de la continuité en(0,0) de
|xy|α

x2 +y2 .

5. Étudier l’éventuelle limite en(0,0) de x3

x2+y3 pour (x,y) dans l’ensemble de
définition.

Exercice3: [Recollements de fonctions continues]

1. SoientA1 et A2 deux parties deR2, A = A1∪A2 et f : A→ R une fonction.
Soit a ∈ A1∩A2. On supposef|A1

et f|A2
continues ena. Montrer quef est

continue ena.

2. Étudier la continuité de

h(x,y) =

{
x2

y , si |x|< |y| ;
y, sinon.

Exercice4: [En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes]
Soit A une partie deR2 et f une fonction deA dansR. On dit qu’un partieB

estferméesi toute suite(bn) convergente dansR2 a sa limite dansB. On supposeA
fermée et bornée.

1. Établir le théorème de Bolzano-Weierstrass : toute suite bornée dansR2 ad-
met une sous-suite convergente.

2. Soita∈ A. Montrer quef est continue ena pour une normeN si et seulement
si pour toute suite(an) d’éléments deA convergente versa, on alim f (an) =
f (a).

3. Montrer quef est bornée. (Raisonner par l’absurde et utiliser Bolzano-Weierstrass).
Montrer que la borne supérieureM de f est atteinte en considérantg(a) =

1
M− f (a) . Que dire de la borne inférieure ?

4. Soit N une norme surR2.

(a) En introduisant une base deR2, montrer qu’il existeC1∈R tel que pour
toutu∈ R2, N(u)≤C1‖u‖∞.

(b) Montrer queN estC1-lipschitzienne donc continue (pour la norme‖.‖∞).

(c) Soit S= {u∈ R2 |‖u‖∞ = 1}. Montrer queSest fermé et bornée (pour
la norme‖.‖∞). SoitC2 = inf N|S. Montrer queC2 > 0. En déduire que
pour toutu∈ R2, ‖u‖∞ ≤C2N(u).

(d) En déduire que toutes les normes surR2 sont équivalentes.

5. [Complément]Montrer qu’une partieB est fermée si et seulement si son com-
plémentaire est ouvert.

Exercice5: [Caractérisation de la continuité]
Soit f une application entr deux espaces normés. Montrer quef est continue si

et seulement si l’image réciproque de tout ouvert est un ouvert.
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