MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Algebre linéaire en dimension finie.

Exercice 1: On regardeC commeR-espace vectoriel. Soit : C — C une ap-
plication R-linéaire. Montrer qu’il existe des nombres complegest b tels que
f(z) = az+ bz A quelle condition est-ell€-linéaire ?

Exercice2: SoientA, B,C trois sous-espace vectoriel BeCompareANB+ANC
etAN(B+C).

Exercice3: Soitf € L(E). Montrer les équivalences :
f2=0«<= Imf c Kerf

Ker f2 = Kerf <= Im f nKerf = {0}.

Exercice4: On appellenatrice magiquel’ordren toute matriceA € M, (K) telle

que la somme des éléments de chaque colonne, de chaque ligne et des deux diago-
nales soient égales a un méme nombre, qu’on appetlentanede la matrice. Soit

E 'ensemble des matrices magiques.

1. Montrer queZ est un sous-espace vectoriel g (K ).

2. Soit Al 'ensemble des matrices magiques de somme nulfe l#nsemble
des matrices constante®,. dont tous les coefficients sont égaux. Montrer que
A et C sont supplémentaires.

3. DansA(/, on considére les sous-ensemhfest 4 constitués respectivement
des matrices symeétriques; = ax j) et antisymeétriquesaf x = —ay j). Mon-
trer ques et 4 sont supplémentaires dafé.

4. Sin= 3, déterminer toutes les matrices magiques.
Exercice 5: Soit f un endomorphisme di-espace vectoriet. Pour toutP =
yraXk € K[X], on consider®(f) = 5 axfk. SoientP,Q € K[X].

1. Montrer que sP diviseQ, KerP(f) c KerQ(f) etimQ(f) c ImP(f)

2. SoitD le PGCDdeP etQ. Montrer que

KerD(f) = KerP(f)NKerQ(f) ImD(f)=ImP(f)+ImQ(f).



Exercice 6: SoitE un K-espace vectoriel, ol est un corps de caractéristique
nulle (par exempl®, R ou C, voireR(X)). Soitp € L(E) un projecteur.

1. Montrer queu € L(E) commute ave® si et seulement $erp etIm p sont
stables pau.

2. Soitge L(E) un projecteur. Montrer que piocq+qo p=0, alorspoq=qop.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour gveimg projecteur.
Déterminer dans ce c&®r(p+q) etim(p+q).

4. On supposeo g = go p. Montrer quepo g est un projecteur, et préciser son
image et son noyau.

Exercice7: Soitl un intervalle contenant au moins deux pointget C(I,R).

1. Soite N etA; < --- < A, des nombres réels. Montrer que la famifte—
e)\it)lgign est libre dan€. (On pourra dériver.)

2. Montrer que la famillgsinkt)1<k<p est libre.
3. Montrer que la famillgcost)1<x<n, est libre.

Exercice8:
1. Soit(P;); une famille de polyndmes d€[X] tels que pour tous# j, degh #
degP;. Montrer que(Pj) est libre. Réciproque ?

2. Soit (Qj); une famille de polynémes de[X] tels que pour touh € N, il
existeQ; de degrén. Montrer que(Q;) est génératrice. Reciproque ?

Exercice9: Soitn € N et (g)1<i<n la base canonique d€". Pourl <| <n, on
poseg = ¥ 1<j< &. Montrer que la famill€); est une base

— par récurrence;

— en utilisant un isomorphisme avég,_1[X].

Exercice 10: SoitE un espace vectoriel. Saitun endomorphisme nilpotent de
E, i.e. un endomorphisme pour lequel il existe un entier 1 tel queu™ 1 £ 0 et
u" = 0. Cet entiem (unique) s’appelle I'ordre de nilpotence.

1. Soitx € E tel queu1(x) # 0. Montrer que la famillgx, u(x),. ..,u"1(x))
est libre.

2. Donner un exemple d’endomorphisme nilpotent d’ofkiren dansk 1 [X].
(Commencer pak=netk=1.)

Exercicell: On considére € N, E = C,[X] et pour tou <k <n, B = X"(l—
X)"=K. Montrer que(Py, ..., P,) est une base dg.

Exercice12:
1. SoitE = K". Donner un supplémentaire du sous-espace vectoriel

F:{(X17"'7Xn)EE’X1+"‘Xn:O}.



2. &oit E = C([0,1],R) et ® : E — R l'application linéaire qui af associe
Olf(t)dt. Donner un supplémentaire du noyau dedansk. (Tuyau : il y
en a beaucoup et ils sont tout petits.)

Exercice 13: [Polynémes interpolateurs de Lagrange]
On considera € N, E = C[X] etay,...,ay des nombres complexes distincts.
Pour touti tel que0 <i < n, on définit lepolynédme interpolateur de Lagrangar

X _
P = AT
o<k<n ki A — 8

1. Déterminer qué (ay).
2. Montrer que(R )o<i<n €St une base de.
3. Préciser les coordonnées du vectBut Y o<k<n aXX dans cette base.

Exercice 14: [Lemme de I'échange]

Soit E un espace vectoriel de dimension fimeSoit () et (fj) deux bases.
Montrer que I'on peut échangey par un vecteuf;, de(f;) tel que(fj,) U (& )2<i<n
soit encore une base &e

Exercice15: SoitE, F, G trois espaces vectoriels de dimensions finies.
1. Soientu € L(E,F) etve L(F,G). Montrer les inégalités

dimKervou < dimKeru+dimKerv
rgu+rgv—dimF <rg(vou) < min(rgu,rgv).
2. Soientu etvdansZ(E,F). Montrer I'inégalité

|rgu—rgv| <rg(u+v) <rgu-+rgv.

Exercice 16: Soita un nombre complexe non-nul Et= Q[X]. On noteQ(a) le
plus petit sous-corps de qui contienta.

1. Montrer queR est un espace vectoriel de dimension infinie@ur

2. Soit® : E — C I'application qui aP associdP(a). Montrer qued est linéaire
et déterminer son noyau.

3. On suppose qu est algébriquei.e. il existe P € E\ {0} tel queP(a) = 0.
Montrer queQ(a) est un espace vectoriel de dimension finieQuMontrer
queQ(a) = Ima.

4. On suppos@ transcendant. Montrer qu@(a) est de dimension infinie sur
Q.

5. Pour aller plus loin : Montrer que si est transcendan@(a) est isomorphe
aQ(X) (en tant que quoi ?).



Exercicel7: SoitE un espace vectoriel de dimensioetu € L(E).
1. On suppose que? = 0. Montrer quergu < g

2. Soitve L(E). On suppose qukeru+ kerv =Imu+ Imv = E. Montrer que
les deux sommes sont directes.

3. Montrer que skeru = Imu, alorsn est pair. Réciproquement, siest pair,
construire une application linéaitetelle quekeru = Imu.



