MPSI A 2004-2005

Feuille d’exercices
Espaces euclidiens

E est un espace euclidien.

Exercicel: [Cauchy-Schwarz]
Soientxy, ..., x, des nombres réels. Montrer I'inégalité

(Xp4 - +%)2 <NOE+ - 4+x2).

Exercice2: [Orthogonalité]
SoientF et G deux sous-espaces vectorielsEléMontrer que

(F+G)*=F'nG" (FNG)*=F'+G"-.

Exercice3: [Projections orthogonales]
SoitE = R* muni du produit scalaire usuel.

1. Donner la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur I’hyperplan
H d’équationx; + x2 + X3+ X4 = 0. Calculer la distance entre le vectér2, 3,4) et
H.

2. Donner la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par repport a

3. Donner la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace d’équatipns
Xo+ X3+ X4 =0etX] —Xo+X3—Xq4 = 0.

Exercice4: SoitE = R* muni du produit scalaire usuel. On considére les vecteuts
(1,1,0,1), u = (—2,0,1,1), u3 = (0,1,0,1). SoitH = Vect(uz, Uy, us).

1. Montrer queH est un hyperplan et en donner un équation.
2. Donner un vecteur normal unitaire-&

3. Donner les matrices dans la base canonigue des projections et symétries orthogonales
par rapport .

Exercice5: Soitp une projection d&(E). Montrer quep est orthogonale si et seulement
si pour toutx € E, || p(X)|| < |||

Exercice6: [Def
Soit B une base orthonormé fixée de référence. Montrer que pour toute base ortho-
norméeB’, detz B = +1. Celles qui vérifiendetz B’ > 0 sont dite directes et les autres



indirectes. On not®et le déterminant dans une base orthonormée directe. (Ceci dépend
donc d’'un choix.)

Exercice7: [Matrices de Gram]
Soit (x1,...Xn) une famille den vecteurs dé& etF le sous-espace qu’ils engendrent. On
appellematrice de Grande la famille(xy, ..., xn) la matriceG(xq, ..., Xn) = ((Xi | Xj))1<i, j<n-

1. Montrer que la familldxg, ..., X,) est liée si et seulementdetG(x, ..., xn) = 0. (Uti-
liser une combinaison linéaire des colonnes.)

2. Montrer que
detG(xy, ..., Xn) = Det(xq, ..., Xn)2.
(On pourra introduire la matrice de la familbe, ..., X,) dans une base orthonormée.)
On retrouve en particulier le résultat précédent.
3. Soitx € E. Montrer que

detG(X, X1, ..., Xn)
2 sy ALy ey
dOF)” = detG(xg, ..., Xn)

Exercice8: [Produit scalaire sur Mn(R)]
On considére I'application d@/,(R)? dansR donnée patA, B) — Tr(*AB).

1. Montrer que cette application est un produit scalaire, pour lequel la base canonique
est orthonormée. On nofe || la norme euclidienne associée.

2. Montrer que pour touté € Mp(R), | TrA| < /n||A]l.
3. Quel est I'orthogonal de I'espace des matrices symétriques ?

Exercice9: [Inégalité d’'Hadamard)]
Soitn =dimE et (xy,...,X,) une famille den vecteurs dé&. Montrer que

[Det(xq, .., Xn)| < [[Xa[] - [[Xn]l-

(Indication : orthonormalisefxi, ...,X,) en‘B = (ey,...,e,) par Schmidt et remarquer une
propriété de la matricMatg(xq, ..., Xn) ; déterminer en particulier les coefficients diago-
naux.)

Exercice10: SoitA= (& j)1<i j<n Une matrice orthogonale. Montrer qpez g jl <n.
1<1,1<n
Cas d'égalité ?

Exercicel11l:
R

1. SoitE = R2[X] muni du produit scalairéP, Q) — 01 P(t)Q(t)dt. Vérifier qu'il s’agit

bien d’'un produit scalaire et donner une base orthgnormé‘e e déduire le mini-
1

mum de la fonction de deux variables réellash) —  (t2 — at — b)2dt définie sur
R2. ’

2. SoitE = R3[X] muni du produit scalairg®_,P(i)Q(i). Vérifier qu'il s’agit d'un pro-
duit scalaire et donner une base orthonormég.de



3. Soit E = Rp[X] muni du produit scalaire qui rend la base canonique orthonormée.
On considére la famille des polyndmes interpolateurs de Lagrange pour la famille
(X, .--;%n). Quel est le volume du parallélépipéde qu’ils forment ? (Utiliser une ma-

trice de passage.)



