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Feuille d’exercices
Ensembles finis et combinatoire

Exercicel: Soientf :E —F,g:F — Geth: G — E trois applications telles que
go fohet f ohog soient surjectives diogo f injective. Montrer quef, g, h sont
bijectives.

Exercice 2: SoientE un ensemble e (E) I'ensemble des parties de. Soit
f : E — P(E) une application. Montrer qué n’est pas surjective. (Indication :
considérer 'ensembléx € E | x ¢ f(x)}.)

Exercice 3: [Convolution de Vandermonde]
SoitE un ensemble fini eA, B deux parties d&. On considére I'application

f: P(E)— PA) xP(B)
X — (ANX,BNX)
1. A quelles conditions suk etB a-t-onf surjective ?f injective ?
2. Lorsquef est bijective, déterminef 1.
3. En déduire la formule de convolution de Vandermonde :

Exercice4: [Bijections entre N et N

1. Montrer que I'application d& x N dansN* donnée pafp,q) — 2P(2q+ 1)
est une bijection. Ecrire un programmPLE qui a tout entien > 1 associe
son unique antécedent par cette application.

2. Montrer que I'application d& x N dansN donnée pafn, k) — %(n+k)(n+
k+ 1)+ k est une bijection. (Faire un dessin.)

Exercice5: Simplifier les sommes suivantes p entiers) :
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Exercice6: Soita> 1 un entier ez = d%.0n posalp = (14 2°)" pour0 < p <
a—1letS;= Sy (akiq) Pour0 < g<a-—1 Exprimerup en fonction des;. En
deduire§; en fonction desip. (On pourra commencer par= 2 eta = 3.)

Exercice7: [Polynémes générateurs]
Soientag,ay, .. .,a, des nombre complexes. On appghelyndbme générateur
n n

dela sommez a le polyn(‘)mez aXX. A l'aide de polyndmes générateurs, sim-
k=0 k=0
plifier

kK () (D) k(k+1)

0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n

Exercice8: [Petit théoreme de Fermat]

1. Montrer que sip est premier, il divise( E) pour toutl <k < p-—1

2. En déduire par récurrence que pour togtZ, xP = x mod p. En déduire que
si p ne divise pag, X1 =1 modp.

Exercice9: [Manipulation de ¥]

1 . .
1. Calculer Zk ——. En déduire Z Hj en fonction deHp.
1<j<k<n

< k— 1<7<n

2. Soientay, ...,an, by, ...,b, des nombres réels. Soient

S= Ek (—aj)(bk—bj), s1= & S= bk, S3= ayby.
1<j<k<n

1<k<n 1<k<n 1<k<n

ExprimerSen fonction des;, sp, 3. En déduire les inégalités de Tchebitchev :

siag <--- <apethy <--- < by, ( Z ak)< Z bk>§n ahy
1<k<n 1<k<n 1<k<n

siag <--- <apethy >--- > by, ( Z ak)( Z bk>2n aby.
1<k<n 1<k<n 1<k<n



