MPSI A 2004-2005

Devoir en temps librethl3
La regle de Descartes

A rendre le lundi 17 janvier

Ce sujet, issu d’'un devoir commun, est un petit peu long, mais tres instructif.
Les trois parties du probléme sont essentiellement indépendantes.

Exercicel: Soitf : Rt — R™ une fonction deux fois dérivable atun réel strictement
positif. On suppose que est majorée que pour tout R, f(t) > a?f(t).
1. Montrer quef est convexe et décroissante.
2. Montrer quef admet une limite finié en+o et quel = 0.
Montrer quef’ admet une limite finie er-« et que cette limite est nulle.
Montrer que la fonctiom?f2 — /2 est croissante.
Montrer que pour tout € R™

o s~ w

£(t) < f(0)e .
(On considérera— f(t)e™.)

Exercice2: Soitl un intervalle ouvert contenaftet ¢ une fonction de class€” surl

telle qued(0) = 0. On considére poure | \ {0} la fonctionf(t) = @

1. Montrer quef est prolongeable par continuité &nOn désigne encore pdrla
fonction ainsi prolongée.

2. Exprimer la dérivée® de f ent £ 0 grace a la formule de Leibniz.
3. Exprimerf(0) en fonction ded (¥ (t) grace a la formule de Taylor.
4. Montrer quef est de classe™ surl.

Probleme

Partie 1 - Localisation des racines positives d’un polyndme
Soit P un polynéme d&R[X], que I'on écrit sous la forme

P=ag+aXP 4 +a,X"

avec
O=bg<bi<---<bp

etax # 0 pour tout0 < k < n.
On désigne paZ I'ensemble des racines &
SoitV(P) le nombre de changements de signes parmi les coefficielsi ge

V(P)=card0<k<n|aka 1 <0}
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On désigne pan, (P) le nombre de racines de strictement positives comptées avec
multiplicités. Autrement dit, sm, est la multiplicité de la racinealors

;. (P) = .
rengo

On cherche a montrer le résultat suivant :

Régle de DescartesSiP est un polynéme dR[X] n'admettant pa$ pour racine, alors
ny (P) <V(P), avec égalité si toutes les racines@sont réelles.

1. Montrer le théoréme si=0etn= 1.
2. Montrer queXP:—1 divise P’
Dans toute la suite de cette partie, on nQtée quotient de la division d& par
XP1-1 et
M <---<fr
les racines strictement positives e
On suppose également le théoréme vrai podrl avecn > 1.
3. Montrer que
n.(Q =ny(P)-1
4. Montrer quen;.(P) <V(P) siapa; < 0.
5. On suppose dans cette questaa; > 0.
(a) Montrer que sy > 0, P est croissante au voisinage @a droite.
(b) Montrer que sgy < 0, —P est croissante au voisinage @a droite.
(c) En déduire qu& admet une racine dans l'intervall@r|[.
(d) Montrer quen,.(P) <V(P).
6. SoitP~ = P(—X) etck = (—1)Pay.
(a) Montrer queciCy1 = (—1)P 1 ayay ;.
(b) Montrer que stkCyxi1 < 0 et siagax1 < 0, alorsby 1 —bx > 2.

(c) On désigne pa¥ (P,P~) le nombre d’indicek tels queckcy 1 < O etagak i1 <

0. Montrer que
n—1

bn=Y (bxi1—by) >
k=0

V(P)=V(PPT))+(V(PT)=V(PP7)) +2V(PP7).

(On découperal'intervalle d’entief8,n— 1] en trois parties selon qagay 1 <
0, ckCkr1 < O ou les deux.)

(d) En déduire que 9? a toutes ses racines réelles(P) =V (P).

Partie 2 - Localisation des racines d’un polynéme

On considere dans cette partie un polynden& coefficients complexesnitaire, de
degrén > 0 et de coefficient constaap non-nul.

P=ag+aX+ - +an_ X" 14+ X"
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On définit aussi

= 14+ max
Vi +O§k<n|ak’

Y2 = max, | ay |).

0<k<n

On suppose dans les quatre premieres questions de cette pafiesfucoefficients
réels avec
a0<07a1§07"' ;an—1§0
1. Montrer queP admet une unique racine strictement positive. (On pourra considérer
@.) On la notep.

2. Montrer que pour tout nombre complezxgP(z)| > P(|Z]).

3. Montrer quep < vz etp < yo.

4. Montrer que pour pour toute racimele P, on a| r |< min(yy, y2).
5. On retourne au cas général.

Montrer que toute racinede P vérifie | r |< min(yy,Y2).
(On considérer® = X"— 373 | a | XX

Partie 3 - Isolement des zéros d’'une fonction

Soitl un intervalle deR et f une fonction définie sura valeurs dan® et de classe
C2. On suppose qué et sa dérivéd’ n'ont pas de zéros communs. On ndtéensemble
des zéros dé.

1. Soita < b deux réels dansetc = 242,
(a) Montrer que sif admet un zéro darjs, b|, alors

(0 < 222 sup (1)

2 a<t<b

(b) Montrer que sif admet deux zéros dafe bj, alors

7(0) < 252 sup [1(0)

a<t<b

2. (@) Montrer que les zéros desont isolésj.e. pour tout zéra de f, il existe un
& > Otel que que soit le seul zéro dé dansjr — g, r + &|. En déduire que
I'intersection deZ avec tout intervalle borné est fini.

(b) Montrer que pour tout segmehinclus dang, il existe une subdivisiofcy)o<k<p
deJ a pas constant telle guerestreinte dc, k. 1] a au plus un zéro.

(c) Donner un exemple de fonctiamde classeC? sur un intervalle borné qui
admet un nombre infini de zéros, mais n’est identiquement nulle sur aucun
sous-intervalle non-réduit a un point.

3. On suppose désormais guest un segment.



(a) Prouver I'existence dey = minycz | f'(r)| et deMy = sup, | f”(t)|. Montrer
quem; > 0etque pourtoute | ettoutr € Z:

m / m
Malt =1 < 2 = [f'(0)] = 5
(b) Soienta et3 des majorants respectifs (| et| f”| surl. Montrer qu'’il existe
un entier natureh tel que pour tout € [a,b], on ait 'une ou I'autre des inéga-
lités suivantes :
b—a
|f(t)| > 0(7

7)) > B2

(c) Ecrire un algorithme qui sépare les zérosfdéOn suppose et 3 connus.)




