MPSI A 2004-2005

Devoir en temps librethl1l
Grand théoreme de Fermat pour les polynémes

A rendre le lundi 12 décembre

Indication particuliére : vu la longueur du devaoir, il est strictement interdit de
rendre plus d’'une copie double. Les contrevenants encourent la peine maxi-
male. Qu'on se le dise!

Soit P un polynédme non-nul d€[T| et 4 'ensemble des racines complexesRle
(comptées sans multiplicités). On définitrdalical de P commeradP = 1 si degP = 0 et
radP = [qea(T — a) sinon. Soitr(P) le nombre de racines distinctes complexe$de
On consideére trois polyndmes non-nB€),RdeC[T].

1. Montrer quer (P) = degradP etr(PQR) < degP + degQ+ degR.

2. On cherche a montrer le théoréme de MasonP, & R sont trois polynémes pre-
miers entre eux dans leur ensemble dafis| et non-constants tels gée- Q+R=
O alors

max(degP, degQ, degR) < r(PQR) — 1.
On suppose dans cette question U@, R sont comme dans I'énoncé du théoréme.
(a) Montrer queP, Q, R peuvent s’écrire
P=A[] (T—a)' Q=p[] (T-B)" R=v []T-w"

1<i<p 1<i<q 1<i<r
ou lesa; (resp. les;, lesy;) sont distincts deux a deux. Exprimgen fonction
der(P). Qu'est-ce que I'entiel; par rapport a; ?

(b) SoitA=PQ —P'Q. Montrer queA est non-nul et quA = RQ—-RQ =P'R—
PR.

(c) Montrer quel] <i<p(T — a;)i~1 diviseA.

(d) Montrer que(degP — p) + (degQ —q) + (degR—r) < degP + degQ — 1.

(e) En déduire quelegR < r(PQR) — 1, puis le théoreme de Mason.

3. En déduire le théoreme de Liouville (Fermat pour les polynébmes) : pour tout entier
n > 3, I'équation
X4y =2"

n‘admet aucune solution datyT] avecX,Y,Z non-constants et premiers entre
eux.



