MPSI A 2004-2005

Devoir en temps libre hl0
Nombres congruents et grand théoreme de Fermat

A rendre le lundi 5 décembre

Partie 1 - Préliminaires

Soientu etv deux entiers naturels premiers entre eux.
1. Montrer que suv est un carréy etv aussi.
2. Montrer que |lePGCDdeu+vetu—vestl1ou 2.

Partie 2 - Triplets pythagoriciens
Un triplet (a,b,c) € (N\ {0})3 est un tripletpythagoriciensi a® 4 b? = ¢2.

1. Soit (ag,bg,cp) un triplet pythagoricien. Montrer qu’il existe un entier poskif
et trois entiersa, b, c tels queag = ka, bg = kb et ¢y = kc avecpgeda, b,c) = 1.
Montrer quea, b, c sont premiers entre eux deux a deux.

2. Soient les ensembles
A={(a,b,c) € (N\ {0})®| & +b® = c? etpgcda,b,c) = 1}

B={(r.r2) € (Q"\{0})?|rf +r=1}.
ab
c’c
3. On considére le cercl€ de centrg0,0) et de rayonl. Donner son équation car-
tésienne. Calculer l'intersection d& = C\ {(—1,0)} et de la droite d’équation
y = t(x+1). (Faire un dessin.) On note(t),y(t)) cette intersection. Donner le
sous-ensembledeR sur lequek(t) ety(t) sont strictement positifs.

Montrer que I'applicatiorp: A — B définie par(a,b,c) — ( ) est une bijection.

4. Soitt € |. Montrer quex(t) ety(t) sont rationnels si et seulement gst rationnel.

5. [paramétrage des triplets pythagoriciens] En déduire que tous les triplets pythagori-
ciens s’écrivent de maniére unique (quitte a permatetb) sous la forme

a=d(u?-v?) b=2duv  c=d(U¥+V?)

avecd,u, Vv entiers naturels non-nulg,> v, u etv premiers entre eux non tous les
deux impairs. (Remarque : on pouvait démontrer ce résultat de maniere purement
arithmétique.)



Partie 3 - Grand théoreme de Fermat pourn = 4

On s’intéresse a I'équation diophantienne

Xyt =27 (1)

que I'on cherche a résoudre da¥sOn suppose qug, Y, z) est une solution avecy,z >

0.

. Montrer qu'’il existe un triplei(xo, Yo, 2p) solution de (1) avepgcdXo, Yo, Z) = 1.

Montrer quexo, Yo, Zo Sont premiers entre eux deux a deux.

. Montrer quexg est impair. (Indication : regarder suivant la paritéydeSi yp est

impair, regarder modulo 4.)

. On suppose dans cette questigrnmpair. En paramétrant le triplet pythagoricien

(20,Y3,%3) et en calculankdy3, montrer que I'équation (1) admet un triplet solution
(X1,Y1,21) avecxy < Xg.

. On suppose dans cette question gelest pair. Montrer qu’il existe un paramétrage

du triplet pythagoricier(zo,y3,x3) paru etv entiers premiers entre eux epair,
tels queu et v/2 sont des carrés. (Considérgp/2)2.) En déduire qu'il existex
et B entiers tels que% = a2 + 4p2. Montrer qu'il existep et q entiers tels que
a? = p* — g*. En déduire que I'équation (1) admet un triplet solutiom,y1,z;)
avecxy < Xo.

. En déduire que I'équation (1) n’admet aucune solufiry, z) telle quexyz+ 0.
. En déduire le «grand théoréeme de Fermat» pour4 :

Grand théoréme de Fermat L'équationx*+y* = Z* n’'admet aucun triplet d’en-
tiers (x,Y, z) solution tel quexyz+ 0.

. Montrer que l'aire d’un triangle rectangle a cotés rationnels non-nuls n’est pas un

carré dan®). (Se ramener a des cotés entiers premiers entre eux, puis paramétrer
un triplet pythagoricien par etv, puis montrer que etv sont des carrés, pour enfin
obtenir une contradiction.)

Partie 4 - Nombres congruents

Cette partie nécessite I'utilisation deaple.
Un entier natureD estcongruents’il est I'aire d’un triangle rectangle a cotés ration-

nels non-nuls. SoiEp le sous-ensemble du plan défini par

Ep={ eR?|y? =x(x*—D?%)}.

Un point deEp est rationnel si ses deux coordonnées sont rationnelles.

1. Soit(a,b,c) un triplet de nombres rationnels strictement positifs telsafueb? =

c2. On suppose quab = 2. Montrer que(a® — b?)? = ¢* — 16. En déduire que
I'équationx* — y* = 72 admet des solutions entiéres axge+ 0. En déduire que 1
n’'est pas congruent.



2. Montrer que 5 est congruent. (Indication : on cherchera une solutiorealvsrde
dénominateur 6.)

3. Soit (x,y) un point rationnel dé&p. Montrer queD est congruent. (On posesa=
ID?—x?|/y etb = |2Dx/y].)

4. Réciproquement : soieatb, ctrois rationnels strictement positifs tels cafer b? =
c?. Trouverh € Q™ tel que

a 1—\? b 2\

C 1+A2 ¢ 1+

Montrer que sD = ab/2, alors(—DA,D?(1+ A?)/c) est un point rationnel dep.

5. Al'aide d’une procédurélaple, prouver que 6 et 7 sont congruents. (Aller suffisa-
ment loin dans les calculs.) Quel est le plus petit dénominateur commun que vous
trouvez pour les cotés d’un triangle rectangle d’'aire 7 ?

6. On admet que gix,y) est un point rationnel dEp tel quey # 0, alors la tangente
aEp en(x,y) coupeEp en un autre point rationnel, distinct ¢ey). Donner trois
autres triangles rectangles d’aire 5. Combien en auriez-vous trouvé/safes ?
On pourra écrire une procédure qui calcule la tangertig @n un point donné, et
calcule le nouveau point (utiliseolve.

7. (Probléme ouvert) Les entiers sans facteur carré congru & 5,6 ou 7 sont-ils cohgruent

ID’ou intérét de développer des outils conceptuels avancés pour répondre a des questions simples a
formuler. Les courbes elliptiqués, sont I'outil principal qui a permis de démontrer le grand théoréme de
Fermat pour touh > 3.

2Au 18" septembre 2004, personne n’a la réponse a cette question



