MPSI A 2004-2005

Devoir en temps libre n°® 3

Equations différentielles

A rendre le lundi 4 octobre

Exercice 1:

Déterminer toutes les fonctions deux fois dérivables sur R telles que pour
tous x,y € R

flx+y)+ f(x—y)=2f(2)f(y).
On pourra considérer o = £ (o)
f(zo)
Probléme 1: Soit a un réel non-nul et I Uintervalle |0, +00[. On considére
I’équation différentielle
tz'(t) — ax(t) = 0.

1. Résoudre cette équation sur I. Expliciter ug la solution qui vaut 1 en

=1.
2. Expliciter la solution wu; définie sur [ vérifiant u,(1) = 0 de ’équation
différentielle
tr'(t) — ax(t) = ug(t).
3. Donner la primitive de la fonction ¢ — %M définie sur I et valant
Oent=1.

4. On définit par récurrence sur n une fonction w, 1 sur I comme solution
de I’équation différentielle

tz'(t) — ax(t) = u,(t)

et prenant la valeur 0 en ¢ = 1. Expliciter w,(t).

Probléme 2: On appelle équation de Cauchy une équation différentielle de
la forme

2y + axy' + by = d(z)

ou a,b € R et d est une fonction de R dans R. On se propose de résoudre
cette équation par deux méthodes.



1. Premiére méthode. On la traite sur ’équation différentielle

22y +xy —y = 0. (1)

Trouver une solution de la forme x", puis en déduire toutes les solutions.
(On justifiera soigneusement 'exhaustivité des solutions.)

2. Deuxiéme méthode : On résout ’équation successivement sur les inter-
valles |0, +oo| et | — 00,0[ en posant © = e’ et x = —e'. Si x — g(x)
est une solution de (1), montrer que t — z(t) = g(e') est solution
d’une équation du second ordre a coefficients constants. En déduire les
solutions de (1).

3. Résoudre les équations (par les deux méthodes)

£E2y” . xy/ . 3y — .CE4 (2)

z*y" — 3xy + 4y = 0. (3)



