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Fonctions harmoniques

A rendre le lundi 9 mai

Probleme 1

Soitg: R? — R une fonction de classe!. Soitl" la courbe de nivea{i(x,y) € R?|g(x,y) = 0}.

On suppose qugr—aag restreint & n’est jamais nul.
Soit f : R?2 — R une fonction de class€l. On cherche les extrema de la fonctibnestreinte
arl. On parle alors @xtrema liés

1. Montrer, en utilisant le théoréme des fonctions implicites, Guest une courbe réguliére,
i.e. il existe un paramétrage local— (x(t),y(t)) del de classec! au voisinage de tout
(%0, ¥0) € T tel que(x(0),y(0)) = (%o, Yo) €t(x(0),y'(0)) # (0,0).

2. Soit(xg,Yo) un extremum local dé restreinte & . Montrer que(X'(0),y'(0)) est orthogonal
agr—aa(x&yo) f, puis gu’il existerp € R (le multiplicateur de lagrange) tel que

— —
gradi, y,) f = Aogradi, y,)g-

3. OnposeL(x,y,A) = f(x,y) —Ag(X,y). Montrer qu’une condition nécessaire pour gxteyo)
soit un extremum lié est qu'il existe) € R tel que

gradi, yone) £ = 0.

4. Une application : Soierd, b > 0 non tous deux nuls gt €]1, +[. On cherche le maximum
de la fonctionf définie surR? par f(x,y) = ax+ by avec la contraintéx|P + |y|P = 1. On

poseq = %
(a) Montrer I'existence du maximum. Dessiner 'ensemble d’équdtihy+ |y|P = 1.
(b) Montrer que le multiplicateur de Lagrangevérifie

B0

En déduire une expression du maximum.

(c) Pour tout vecteufx,y) € R?, on définit||(x,y)||p = (|X|P +|y|P)*/P. Soit (u,v) un vec-
teur non nul dé&R? avecu,v > 0. Vérifier que

au+bv < {|(u,v)|[pl/(a,b)llq-

(d) En déduire que pour toute famille finfgy, ..., x,) et(y1,...,yn) deR", on a I'inégalité

de Holder :
1 1
p q
XYk | < X P |
1§Z§n <l<§<n 1§Z§n

(e) En déduire qud| - || est une norme sSUR™. (Ecrire %+ yk|P < [Xc|[% + Yk|P~1 +
lvk| |+ k| P~* et appliquer Holder.) Que dire du cps= 2? Que peut-on dire lorsque
ptend vers 1? Et vergo ?




Probléeme 2

Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes, définies dans un clvautplanR? et
deux fois continlment dérivable. Le laplacienfdest par définition la fonction notéef définie
dansU par

0% f 0% f
Af(xy) = =—(x — (X, Y).
(%¥) =35 ,y)+ay2( ,Y)
La fonction f est harmonique si et seulement si son laplacien est nul en tout poftit ar
exemple, en électrostatique, le potentiel électrique dans le vide est harmonique.

Le but du probleme est de donner des exemples de telles fonctions, puis d’en démontrer cer-
taines propriétés : principe du maximum, propriété de la moyenne, le fait que les fonctions harmo-
niques bornées dans le plan sont constantes.

Le planR? est muni de sa structure euclidienne usuelle.
Partie 1 - Quelques exemples de fonctions harmoniques

1. * Démontrer que les fonctions complexestg, olin € N définies dan&? par les relations
suivantes sont harmoniques :

fxy) =€, ga(xy) = (x+iy)"

2. * Déterminer les fonctions réelles de classe? définies surj0, +oo| telles que chaque
fonctionh, définie dans le plaR? privé deO = (0,0) par la relation ci-dessous, soit harmo-

nique :
h(x.y) = u(v/%* +y?).

Poser si nécessaire= /X2 +y2.

Partie 2 - Principe du maximum

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans tout le planSoitr > 0. SoitD le disque
fermé de centr® et de rayorr etC le cercle de centr® et de rayorr.
Pour tout entiep strictement positif, on définit sSiR? la fonction fp par

fo(xy) = F(y)+ ngyz.

[

. * Montrer I'existence d’un poinM, de coordonnéegay,bp) appartenant au disque fermé
D en lequelfp atteint son maximum.

2. * Démontrer que Vi, n'appartient pas &, on a simultanément
0%fp 02fp
W(ap,bp) <0 a—yz(ap, bp) <O.
3. * En déduire, en calculant par exemple le laplacieriggue le pointM, est situé suC.

4. * Démontrer qud atteint un maximum dar® en un pointP situé suitC.

5. * En déduire que deux fonctions harmoniques d@hégales le long d’un cercl@ du plan
de rayon strictement positif sont égales dans tout le disque de fro@tiére

ID'aprés Mines-Ponts MP 2004. Les questions munies d’une étoile sont les questions originales, & quelques détails
de formulation prés.



Partie 3 - Propriété de la moyenne

On admet provisoirement les deux théorémes suivant :

Continuité sous le signe sommeSoit [a,b] un segment non-vide d& | un intervalle etf : | x
[a,b] — R une fonction continue. Alors I'application dedansR définie par
Zy
x—  f(x,t)dt

a

est continue.

Dérivabilité sous le signe sommeSoit [a,b] un segment non-vide d&, | un intervalle etf :
| x [a,b] — R une fonction continue telle que I'application partie%é existe et soit continue sur
| x [a,b]. Alors I'application del dansR définie par
Zy
®:x—  f(xt)dt
a
est de classe™? et pour toutx € | on a

Z byt

' (x) = ] &(x,t)dt.

Soit f une fonction réelle harmonique définie da% Etant donné un poiritlg de coordon-
nées(Xo, Yo) etp un réel positif ou nul, on définit la fonctidh sur [0, +oo[ par

ZZT[
F(p)=  f(xo+pcosd,yo+psing)de.

1. * Démontrer qué- est définie et continue s{0, +oo].
2. * Démontrer que la fonctioR est continiment dérivable. Préciser sa dérivép).

3. * Démontrer que le produpF’(p) est égal a la valeur d’'une intégrale curviligne d’une
forme différentiellen = A(x,y) dx+ B(x,y) dyle long d’un arc orient€ , i.e;
z

pF'(p) = rA(x,y) dx+B(x,y) dy.

Précisein etr.
4. * Démontrer qud- est constante et préciser sa valeur.

5. * SoitD le disque fermé de centig et de rayorr > 0. Démontrer que l'intégrale double
de f surD se calcule facilement en fonction déxo, Yo) par la relation
77

= f(xy) dxdy=1w?f(X0,Y0).
D

Partie 4 - Fonctions harmoniques bornées dans le plan

Soit f une fonction réelle définie daf® harmonique et bornée ; il existe donc un rédkel
que pour toutx,y) € R?
If(xy)| <C.

1. * SoientD; et D, deux disques fermés de méme rayarn 0 et centres distincts, respective-
mentO = (0,0) etMo = (Xo, Yo). On suppose que la distandentreO etMg est strictement
inférieure ar. SoitL, I'ensemble des points du disql® qui n'apppartiennent pasy.

En considérant un disque contenu dans l'intersection des di§guesD,, démontrer que
I'aire deL, est majoré partrd.



2. * Donner un majorant def (xo,Yo) — f(0,0)| au moyen de&C, r etd. En déduire qud est
constante.

3. Une application : une preuve du théoreme fondamental de I'algébre.
Soit P € C[X] un polyndme de degrg 1. On se propose de montrer par 'absurde Bue
admet une racine. Supposons dé{e) # 0 pour toutz € C.

(a) On consideére la fonctioh: (x,y) — Wiiy)\' Montrer queh est harmonique suR?.

(b) Montrer qu'il existe unR > 0 tel que pour tout € C tel que|z| > R, on ait|P(z)| >
2|P(0)|. (Etudier|P(z)| lorsque|z| tend verst.)

(c) En déduire quéP| admet un minimum sut et conclure.

Partie 5 - Démonstration des résultats admis

1. Démontrer le théoréme de continuité sous le signe somme. (Choisir unxpgnts res-
treindre & un paveé et utiliser 'uniforme continuité).

2. Démontrer le théoreme de dérivabilité sous le signe somme. (Utiliser la formule des accrois-
sements finis et la question précédente.)



