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Problème 1

Soitg : R2→R une fonction de classeC 1. SoitΓ la courbe de niveau{(x,y)∈R2 |g(x,y) = 0}.
On suppose que

−−→
gradg restreint àΓ n’est jamais nul.

Soit f : R2 → R une fonction de classeC 1. On cherche les extrema de la fonctionf restreinte
à Γ. On parle alors d’extrema liés.

1. Montrer, en utilisant le théorème des fonctions implicites, queΓ est une courbe régulière,
i.e. il existe un paramétrage localt 7→ (x(t),y(t)) de Γ de classeC 1 au voisinage de tout
(x0,y0) ∈ Γ tel que(x(0),y(0)) = (x0,y0) et (x′(0),y′(0)) 6= (0,0).

2. Soit (x0,y0) un extremum local def restreinte àΓ. Montrer que(x′(0),y′(0)) est orthogonal
à
−−→
grad(x0,y0) f , puis qu’il existeλ0 ∈ R (le multiplicateur de lagrange) tel que

−−→
grad(x0,y0) f = λ0

−−→
grad(x0,y0)g.

3. On poseL(x,y,λ)= f (x,y)−λg(x,y). Montrer qu’une condition nécessaire pour que(x0,y0)
soit un extremum lié est qu’il existeλ0 ∈ R tel que

−−→
grad(x0,y0,λ0)L = 0.

4. Une application : Soienta,b≥ 0 non tous deux nuls etp∈]1,+∞[. On cherche le maximum
de la fonctionf définie surR2 par f (x,y) = ax+ by avec la contrainte|x|p + |y|p = 1. On
poseq = p

p−1.

(a) Montrer l’existence du maximum. Dessiner l’ensemble d’équation|x|p + |y|p = 1.

(b) Montrer que le multiplicateur de Lagrangeλ vérifie
(

a
λp

)q

+
(

b
λp

)q

= 1.

En déduire une expression du maximum.

(c) Pour tout vecteur(x,y) ∈ R2, on définit‖(x,y)‖p = (|x|p + |y|p)1/p. Soit(u,v) un vec-
teur non nul deR2 avecu,v≥ 0. Vérifier que

au+bv≤ ‖(u,v)‖p‖(a,b)‖q.

(d) En déduire que pour toute famille finie(x1, ...,xn) et (y1, ...,yn) deRn, on a l’inégalité
de Hölder : ∣∣∣∣∣ ∑

1≤k≤n

xkyk

∣∣∣∣∣≤
(

∑
1≤k≤n

|xk|p
) 1

p
(

∑
1≤k≤n

|yk|q
) 1

q

.

(e) En déduire que‖ · ‖p est une norme surRn. (Écrire |xk + yk|p ≤ |xk||xk + yk|p−1 +
|yk||xk +yk|p−1 et appliquer Hölder.) Que dire du casp = 2? Que peut-on dire lorsque
p tend vers 1 ? Et vers+∞ ?
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Problème 21

Soit f une fonction à valeurs réelles ou complexes, définies dans un ouvertU du planR2 et
deux fois continûment dérivable. Le laplacien def est par définition la fonction notée∆ f définie
dansU par

∆ f (x,y) =
∂2 f
∂x2 (x,y)+

∂2 f
∂y2 (x,y).

La fonction f est harmonique si et seulement si son laplacien est nul en tout point deU. Par
exemple, en électrostatique, le potentiel électrique dans le vide est harmonique.

Le but du problème est de donner des exemples de telles fonctions, puis d’en démontrer cer-
taines propriétés : principe du maximum, propriété de la moyenne, le fait que les fonctions harmo-
niques bornées dans le plan sont constantes.

Le planR2 est muni de sa structure euclidienne usuelle.

Partie 1 - Quelques exemples de fonctions harmoniques

1. ∗ Démontrer que les fonctions complexesf etgn oùn∈N définies dansR2 par les relations
suivantes sont harmoniques :

f (x,y) = ex+iy, gn(x,y) = (x+ iy)n.

2. ∗ Déterminer les fonctionsu réelles de classeC 2 définies sur]0,+∞[ telles que chaque
fonctionh, définie dans le planR2 privé deO= (0,0) par la relation ci-dessous, soit harmo-
nique :

h(x,y) = u(
√

x2 +y2).

Poser si nécessairer =
√

x2 +y2.

Partie 2 - Principe du maximum

Soit f une fonction réelle harmonique définie dans tout le planR2. Soitr > 0. SoitD le disque
fermé de centreO et de rayonr etC le cercle de centreO et de rayonr.

Pour tout entierp strictement positif, on définit surR2 la fonction fp par

fp(x,y) = f (x,y)+
x2 +y2

p
.

1. ∗ Montrer l’existence d’un pointMp de coordonnées(ap,bp) appartenant au disque fermé
D en lequelfp atteint son maximum.

2. ∗ Démontrer que siMp n’appartient pas àC, on a simultanément

∂2 fp

∂x2 (ap,bp)≤ 0
∂2 fp

∂y2 (ap,bp)≤ 0.

3. ∗ En déduire, en calculant par exemple le laplacien defp, que le pointMp est situé surC.

4. ∗ Démontrer quef atteint un maximum dansD en un pointP situé surC.

5. ∗ En déduire que deux fonctions harmoniques dansR2 égales le long d’un cercleC du plan
de rayon strictement positif sont égales dans tout le disque de frontièreC.

1D’après Mines-Ponts MP 2004. Les questions munies d’une étoile sont les questions originales, à quelques détails
de formulation près.
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Partie 3 - Propriété de la moyenne

On admet provisoirement les deux théorèmes suivant :

Continuité sous le signe sommeSoit [a,b] un segment non-vide deR, I un intervalle etf : I ×
[a,b]→ R une fonction continue. Alors l’application deI dansR définie par

x 7→
Z b

a
f (x, t)dt

est continue.

Dérivabilité sous le signe sommeSoit [a,b] un segment non-vide deR, I un intervalle et f :
I × [a,b]→ R une fonction continue telle que l’application partielle∂ f

∂x existe et soit continue sur
I × [a,b]. Alors l’application deI dansR définie par

Φ : x 7→
Z b

a
f (x, t)dt

est de classeC 1 et pour toutx∈ I on a

Φ′(x) =
Z b

a

∂ f
∂x

(x, t)dt.

Soit f une fonction réelle harmonique définie dansR2. Étant donné un pointM0 de coordon-
nées(x0,y0) et ρ un réel positif ou nul, on définit la fonctionF sur[0,+∞[ par

F(ρ) =
Z 2π

0
f (x0 +ρcosθ,y0 +ρsinθ)dθ.

1. ∗ Démontrer queF est définie et continue sur[0,+∞[.

2. ∗ Démontrer que la fonctionF est continûment dérivable. Préciser sa dérivéeF ′(ρ).

3. ∗ Démontrer que le produitρF ′(ρ) est égal à la valeur d’une intégrale curviligne d’une
forme différentielleα = A(x,y) dx+B(x,y) dy le long d’un arc orientéΓ, i.e ;

ρF ′(ρ) =
Z

Γ
A(x,y) dx+B(x,y) dy.

Préciserα et Γ.

4. ∗ Démontrer queF est constante et préciser sa valeur.

5. ∗ SoitD le disque fermé de centreM0 et de rayonr > 0. Démontrer que l’intégrale doubleI
de f surD se calcule facilement en fonction def (x0,y0) par la relation

I =
ZZ

D
f (x,y) dxdy= πr2 f (x0,y0).

Partie 4 - Fonctions harmoniques bornées dans le plan

Soit f une fonction réelle définie dansR2 harmonique et bornée ; il existe donc un réelC tel
que pour tout(x,y) ∈ R2

| f (x,y)| ≤C.

1. ∗ SoientD1 etD2 deux disques fermés de même rayonr > 0 et centres distincts, respective-
mentO= (0,0) etM0 = (x0,y0). On suppose que la distanced entreO etM0 est strictement
inférieure àr. SoitL2 l’ensemble des points du disqueD2 qui n’apppartiennent pas àD1.
En considérant un disque contenu dans l’intersection des disquesD1 et D2, démontrer que
l’aire deL2 est majoré parπ r d.
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2. ∗ Donner un majorant de| f (x0,y0)− f (0,0)| au moyen deC, r et d. En déduire quef est
constante.

3. Une application : une preuve du théorème fondamental de l’algèbre.

Soit P ∈ C[X] un polynôme de degré≥ 1. On se propose de montrer par l’absurde queP
admet une racine. Supposons doncP(z) 6= 0 pour toutz∈ C.

(a) On considère la fonctionh : (x,y) 7→ 1
|P(x+iy)| . Montrer queh est harmonique surR2.

(b) Montrer qu’il existe unR> 0 tel que pour toutz∈ C tel que|z| > R, on ait |P(z)| >
2|P(0)|. (Étudier|P(z)| lorsque|z| tend vers+∞.)

(c) En déduire que|P| admet un minimum surC et conclure.

Partie 5 - Démonstration des résultats admis

1. Démontrer le théorème de continuité sous le signe somme. (Choisir un pointx0 puis res-
treindre à un pavé et utiliser l’uniforme continuité).

2. Démontrer le théorème de dérivabilité sous le signe somme. (Utiliser la formule des accrois-
sements finis et la question précédente.)
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