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Exercice1: [Suite et fin du DM 18]

Partie 5 - Système de racines desl(3,R)

Soit G = sl(3,R), c’est-à-dire l’algèbre de Lie des matrices3×3 de trace nulle. Soit
H le sous-espace deG des matrices diagonales. SoitI = {(i, j) ∈ {1,2,3}2 | i 6= j}.

1. (a) Montrer queH admet pour base(F1,F2).

(b) Montrer que l’application(M,N) 7→ 2Tr(MN) définit un produit scalaire sur
H que l’on note désormais< M|N >. Les vecteursF1 et F2 sont-ils orthogo-
naux ?

(c) Orthonormaliser la base(F1,F2) par le procédé de Schmidt. On note(G1,G2)
cette nouvelle base. Exprimer les coordonnées deF1 et F2 dans cette base
orthonormée. (On fera un dessin.)

2. Soit M une matrice diagonale deM (3,R). Montrer que pour tout couple(i, j) ∈ I ,
il existe un nombre réelαi, j(M) tel queadM(Ei, j) = αi, j(M)Ei, j .

3. (a) Montrer que l’applicationαi, j : H →R qui àM associeαi, j(M) est une forme
linéaire.

(b) Exprimer lesαi, j en fonction de la base duale de(F1,F2) deH .

(c) Trouver deux vecteursf1, f2 ∈ H tels que< fk|Fl >= δkl, k, l ∈ {1,2}. En
déduire un vecteurHi, j ∈H tel que pour toutM ∈H

αi, j(M) =< Hi, j |M > .

Placer les vecteursHi, j pour(i, j) ∈ I sur le dessin précédent.

4. Soit si, j la reflexion par rapport àVect(Hi, j)⊥. Montrer que le groupe engendré par
les si, j , (i, j) ∈ I est isomorphe au groupe des permutations d’un ensemble à trois
éléments.
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Exercice2: 1 [Un exemple de structure euclidienne]
On considère l’espace vectorielE = Rn[X]. Pourp,Q∈ E on pose :

< P|Q >=
n

∑
i=0

P(i)Q(i).

Partie I

1. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire surE. On notera‖P‖2 la norme
euclidienne du polynômeP associée au produit scalaire précédent.

2. Montrer qu’il existe une unique famille(L0, ...,Ln) deE telle queLi( j) = δi, j pour
tout (i, j) ∈ {0,1, ...,n}2. Vérifier que la familleB = (L0, ...,Ln) est une base ortho-
normée deE. Que peut-on dire du degré du polynômeXn +(−1)n+1n!L0 ?

3. Déterminer les coordonnées dans la baseB d’un vecteurN deE orthogonal à l’hy-
perplanH deE formé des polynômes de degré≤ n−1.
Si P∈ E, on noted(P,H) = infQ∈H ‖P−Q‖2 la distance deP à l’hyperplanH.
Montrer qued(Xn,H) = n!d(L0,H).

4. En remarquant que(1+X)2n = (1+X)n(1+X)n, exprimer
n

∑
p=0

(
n
p

)2

à l’aide d’un

seul coefficient binomial.

5. En déduire la valeur ded(Xn,H).

Partie II

Un endomorphisme d’un espace euclidienE est autoadjointsi pour tousx,y ∈ E,
< f (x)|y >=< x| f (y) >.

On noteΠ =
n

∏
i=0

(X− i) et on fixe un polynômeM0 dansE. On considère l’application

φ deE dansE qui à toutP associe le reste de la division euclidienne deM0P parΠ.

1. Montrer queφ est un endomorphisme deE.

2. Exprimerφ(Li) en fonction deLi . En déduire queφ est un endomorphisme autoad-
joint deE.

3. Donner un condition nécessaire et suffisante portant surM0 pour queφ soit un
automorphisme orthogonal deE. Quelle est alors sa nature géométrique ?

4. On noteB(0,1) = {P∈ E |‖P‖2≤ 1}. Exprimer

min
P∈B(0,1)

< φ(P)|P > et max
P∈B(0,1)

< φ(P)|P >

à l’aide desM0(i).

1Extrait de Centrale 2002 PSI
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