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Algèbre linéaire et calcul matriciel
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Exercice1: [Quaternions]

1. Montrer queC =
{(

a −b
b a

)
|a,b∈ R

}
est un corps isomorphe àC.

2. Montrer queH=
{(

a −b
b a

)
|a,b∈ C

}
est uneR-algèbre. Est-elle commutative ?

3. Montrer queH est un corps non-commutatif.

4. Résoudre l’équationx2 + 1 = 0 dansH. En déduire que l’on ne travaille pas impunément
avec des corps non-commutatifs.

Exercice2: [La base de Hilbert]
L’objectif du problème est de caractériser les polynômes complexes qui prennent des valeurs

entières sur les entiers.

On considère les polynômesHn =
(

X
n

)
=

X(X−1) · · ·(X−n+1)
n!

∈ C[X].

1. Montrer queHn(Z)⊂ Z. En déduire que le produit den entiers relatifs consécutifs est divi-
sible parn!. Un polynôme qui prend des valeurs entières sur les entiers est-il nécessairement
dansZ[X] ?

2. SoitP∈ C[X] avecdegP≤ n. Montrer l’équivalence entre les trois propriétés :

(a) P(Z)⊂ Z ;

(b) P(k) ∈ Z pourk = 0,1, . . . ,n ;

(c) il existe des entiersck ∈ Z, 0≤ k≤ n, tels queP = ∑0≤k≤nckHk.

Problème

Ce problème est centré sur l’étude de quelquesalgèbres de Lie. Une algèbre de Lie est un
espace vectorielV muni d’une loi de composition interne bilinéaire, généralement notée(u,v) 7→
[u,v], et vérifiant pour tousu,v,w∈V

[u,u] = 0 (1)

[u, [v,w]]+ [v, [w,u]]+ [w, [u,v]] = 0. (2)

La deuxième équation (2) porte le nom d’identité de Jacobi.

Partie 1 - Calculs préliminaires

Soit G une algèbre de Lie.

1. Donner un exemple d’algèbre de Lie rencontrée en début d’année.

2. Dans une algèbre de Lie, montrer que le crochet est antisymétrique,i.e. pour tousu,v∈V,
[u,v] =−[v,u].
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3. Pour toutu∈ G , on désigne paradu l’endomorphisme deG défini paradu(v) = [u,v]. Mon-
trer que pour tousu,v,w∈ G , adu([v,w]) = [adu(v),w]+ [v,adu(w)].

4. Montrer queM(n,R) muni du crochet[A,B] = AB−BAest une algèbre de Lie.

Partie 2 - Un algèbre de Lie semi-simple

Soit Tr : M(n,R)→ R l’application qui à une matrice associe la somme de ses termes diago-
naux. On note(e1, . . . ,en) la base canonique deRn.

1. Montrer queTr est linéaire et queTr(AB) = Tr(BA). En déduire que siP ∈ GL(n,R),
Tr(P−1AP) = TrA.

2. Soit G le sous-ensemble constitué des matrices de trace nulle. Montrer queG est un sous-
espace vectoriel deM(n,R). Quelle est sa dimension ?

3. Soit Ei, j la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui situé sur lai-ème ligne et la
j-ème colonne qui vaut 1. SoitFi = Ei,i−Ei+1,i+1 pour1≤ i ≤ n−1. Montrer que la famille
desEi, j aveci 6= j etFi forme une base deG .

4. SoitV le sous-espace vectoriel engendré par les[A,B] oùA,B∈M(n,R).
(a) Montrer que[A,B] appartient àG .

(b) Calculer les crochets[Ei, j ,E j,k] et [Ei,i+1,Ei+1,i ].
(c) En déduireV = G .

Partie 3 - Tout hyperplan contient une matrice inversible

Soit n un entier≥ 2 et A∈Mn(R). On désigne parfA l’application linéaire deMn(R) dansR
définie parfA(X) = Tr(AX).

1. Montrer que l’applicationf : A 7→ fA est un isomorphisme entreMn(R) et son dual.

2. Soit r un entier naturel tel quer ≤ n. Soit Jr la matrice de coefficients(mi, j)1≤i, j≤n où

mi, j =
{

δi, j , si 1≤ i, j ≤ r ;
0, sinon.

Montrer qu’il existeY ∈GL(n,R) telle queTr(JrY) = 0.

3. Montrer que tout hyperplan deMn(R) contient un élément deGL(n,R).
4. (Facultatif) Montrer que ce résultat est valable pour tout corps.

Partie 4 - Un sl(2,R)-module

Pour(p,q) ∈ N×N, on appellemonômede type(p,q) la fonction(x,y) 7→ xpyq deR2 dans
R. Pourn∈ N, on définitEn comme le sous-espace vectoriel engendré par la famille(xpyq)p+q=n.

1. Montrer que la famille(xkyn−k)0≤k≤n est une base deEn.

2. SoientT,U,V les applications définies surEn par

T f(x,y) = x
∂ f
∂x

(x,y)−y
∂ f
∂y

(x,y)

U f (x,y) = x
∂ f
∂y

(x,y) V f(x,y) = y
∂ f
∂x

(x,y).

Montrer queT,U,V sont des endomorphismes deEn.

3. Exemple : soitn = 3. Donner les matrices deT,U,V dans la base ci-dessus deE3.

4. ParmiT,U,V, lesquels sont des automorphismes ? (On pourra distinguer suivant la parité de
n.)

5. PourA,B ∈ L(En), on pose[A,B] = A◦B−B◦A. Exprimer les crochets[T,U ], [T,V] et
[U,V] en fonction deT,U,V.
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