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Devoir en temps libreth17

Algebre linéaire en dimension finie

A rendre le lundi 14 février

Dans I'énonceé, on écrira souvemt a la place daiov, lorsqueu et v sont
deux applications linéaires.

Exercice 1l: Cet exercice est difficile. Ne pas y passer trop de temps, mais ne pas non
plus l'ignorer
SoitE, F deuxK-espaces vectoriels de dimensions finies.

1. SoitV un sous-espace vectoriel BeMontrer que
Ly(E,F)={ue L(E,F)|V C Keru}

est un sous-espace vectoriel AéE, F). Déterminer sa dimension en fonction de
n=dimE, p=dimV etqg= dimF. (On pourra introduire un supplémentaitede
V dansE et considereu — uyy.)

2. Soit f € L(E). Montrer que
Vi={ue L(E)| fuf =0}

est un sous-espace vectoriel deE) et exprimer sa dimension en fonction idgf .

Probléme
Partie 1 - Le théoreme de Bézout

SoientP; et P, deux polyndmes non-nuls et premiers entre ewR@¢| de degrés
respectifa; etny. Soitn = n; + np. On considére les deux ensembles

E1 = {P e R[X] il existe Q € Rp,[X] tel queP = QP}

Ex = {P € R[X]|il existeQ € Ry, [X] tel queP = QR:}.
1. Montrer queE; etE, sont deux sous-espaces vectoriel$Sd].

2. Soit@ : Rn,[X] — Rn[X] l'application définie pap (Q) = QPy. Montrer queyp; est
linéaire, injective et quém @, = E;.

3. Calculer les dimensions dg etEs.
4. Montrer queE; N E, = Vect(P1P,). En déduire qu&; + Ez = Ry[X].
5. En déduire le théoréme de Bézout pour les polyndmes.
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Partie 2 - Congruences modulo un polynéme

SoitQ € R[X] un polynédme de degmé> 1. SoitEq le sous-espace d&X] formé des
polyndmes de degrés strictement inférieu a

Soit A € R[X]. On consideérefa : Eg — Eq qui &P associe le reste de la division
euclidienne dd?A parQ. LorsqueA est sous-entendu, on pourra éctira la place dea.

1. Montrer quef est linéaire.

2. Un cas particulier. On suppose dans cette questionQueeX® 4+ ax? +bX +c et
A=A—-X,oluab,c,AeR.

(a) Determiner les images pdrdes vecteurs de la base canoniqué&gde

(b) On suppose = X3 — X% —3X + 2 et A = 2 — X. Déterminer une base de
I'image et une base du noyau die

(c) On suppos® = X3 — X +1 etA=1—X. Montrer quef est inversible.
3. On retourne au cas général.

(a) On suppose qua et Q sont premiers entre eux. Séite Ker f. Montrer que
Q diviseP. En déduire qué est injective.

(b) SoitD un diviseur commun d& etQ. Montrer que pour touR deEg, D divise
f(P).
(c) Montrer quef est bijective si et seulementAiet Q sont premiers entre eux.
(d) Quelle est I'image dd dans le cas général ?
4. On considere la loi de composition interne suivanteEgir: pour A, B € Eg, on
poseAxB = fa(B).
(a) Montrer que(Eqg, x,+) est un anneau commutatif.
(b) On suppose qu® est irréductible suR. Montrer queEg est un corps.

(c) On suppos® = X2+ 1. Montrer queEq est isomorphe au corps des nombres
complexes.

(d) On suppose qu@ n'est pas irréductible. Montrer qu&, n’est pas integre.



