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Algèbre linéaire sans dimension
A rendre le lundi 7 février

Exercice1: [Lemme des noyaux itérés]
Soit E un espace vectoriel de dimensionn et f ∈ L(E). Pour tout entierp ∈ N, on

définitKp = Ker f p et Ip = Im f p.

1. Montrer que pour toutp∈ N, Kp⊂ Kp+1 et Ip+1⊂ Ip.

2. Montrer qu’il existe un entierr ≤ n tel queKr = Kr+1. On supposer minimal avec
cette propriété. Que dire de la suite(Kp)p≥r ? Montrer queIr = Ir+1 et que la suite
(Ip)p est constante à partir du rangr.

3. Montrer queE = Kr ⊕ Ir . Que dire def restreinte àKr et Ir ?

Exercice2: On considère les ensembles suivants

E = C0(R,R)

F = {g∈C1(R,R) | g(0) = g′(0) = 0 etg′ dérivable en 0}
ainsi que l’application

Φ : E −→ F
f 7−→Φ f : x 7→ R x

0 t f (t)dt .

1. Montrer queE etF sont desR-espaces vectoriels.

2. Vérifier queΦ f ∈ F et queΦ est linéaire.

3. Soit g∈ F . On définit f par f (x) = g′(x)/x si x 6= 0 et f (0) = g′′(0). Montrer que
f ∈ E et en déduire queΦ est surjective.

4. Montrer queΦ est un isomorphisme.

Exercice3: SoitEk = Dk(R,R) l’espace vectoriel des fonctionsk fois dérivables surR.
SoitF = F (R,R). Soienta etb deux réels tels quea < b.

On noteΦ : Ek → Ek−1 l’application définie parΦ( f ) : x 7→ x f ′(x). On désigne aussi
parΦa et Φb respectivement les applicationsΦa = Φ−aId et Φb = Φ−bId.

Soit Ψ : E2→ F donnée parΨ = Φa◦Φb.

1. Montrer queΨ est linéaire.

2. Soit S le sous-ensemble deE2 formé des fonctions vérifiant l’équation

x2 f ′′(x)+(1−a−b)x f ′(x)+ab f(x) = 0. (1)

Montrer queSest un sous-espace vectoriel deE2.
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3. Montrer queS= KerΨ. En déduire une nouvelle démonstration de la question pré-
cédente.

4. (a) JustifierΦa◦Φb = Φb◦Φa.

(b) ExprimerΦa−Φb en fonction deIdE2, dea et deb.

(c) Montrer que siy∈ S, alorsΦa(y) ∈ KerΦb et Φb(y) ∈ KerΦa.

(d) Montrer queS= KerΦa⊕KerΦb.

5. En déduire les solutions de(1) surR∗+ etR∗−.

6. A quelles conditions sura etb les solutions surR∗+ etR∗− se prolongent-elles en une
solution définie sur toutR ? A quelles conditions existe-t-il une solution non-nulle ?
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