MPSI 1 DS n°6 2010-2011
Les calculatrices sont interdites. et mesure de Mahler de f la quantité
d
. M(f) = laa| | | max{1, |r:]}
Exercice 1;[1 z
n ou les 7; sont les racines complexes de f comptées avec multiplicités.
Soit s, = Tk Montrer que la suite (s,)n>2 diverge et en déterminer un L’objectif du probléme est de montrer que si f est de degré d, alors
k=2

équivalent. (On pourra utiliser une comparaison série-intégrale.)

Probleme 1 — La series mirabili d’Euler

L’objectif du probleme est de déterminer un développement limité a ’ordre n de

1
la fonction F' définie sur [0, +oo| par F : t — / " dz.
0

1. Montrer que la fonction z — xInz définie sur ]0, 1] se prolonge en une appli-
cation ¢ continue sur [0, 1]. Etudier les variations de . Donner en particulier
ses extrema globaux. En déduire que F' est bien définie.

1

2. (a) On pose pour n,p € Navec 0 < p < n, I,, = 2™ In? x dx. Justifier

0
I'existence de cette intégrale et établir une formule liant I, ,, et I, ,—1.
1
(b) En déduire / 2" In" x du.
0
3. Rappeler (sans preuve) la formule de Taylor-reste intégral pour la fonction

exp a l'ordre n entre 0 et u.

4. Déterminer le développement limité a ’ordre n en 0 de F.

Probleme 2 — Hauteur d’un polynome et mesure
de Mahler

Dans tout le probleme, d est un entier supérieur ou égal a 1. Si f € C[X] de
d

degré d, avec f = Z ap X", on appelle hauteur de f la quantité
k=0

H(f)= max |a;

0<i<d

M(f) _
Vel

Partie I — Démonstration de 1’'inégalité de droite

H(f) <297 M(f).

d
On fixe dans cette partie f = Z arp X" € C[X] de degré d.
k=0
1. Montrer que pour tous f,g € C[X], M(fg) = M(f)M(g).

d
2. Montrer que pour tout k € [1,d], on a (k) < 2971 (On pourra utiliser une

récurrence sur d.)

3. Rappeler sans démonstration la formule donnant ay /ag en fonction des racines
r1,...,7q (comptées avec multiplicités) de f.

4. Montrer que pour tout k € [0,d], |ax| < (Z)M(f)

5. Montrer que H(f) < 2971 M(f).
Partie II — La formule de Jensen

2m
6. Soit r € R\ {£1} et I(r) = / In(r? — 2r cost + 1)dt.
0
(a) Justifier existence de I(r).
(b) Montrer que I(r) = 2/ In(r? — 2rcost + 1)dt.
0

(c) Déterminer la décomposition en produit d’irréductibles de X*" — 1 sur
C, puis sur R.

(d) Soit P,(r) = H (1 — 2rcos (T) + 7“2). Montrer que
1<k<n

r+1
r—1°

P,(r) = (r* —1)
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(e) Déterminer lim — In|P,(r)|.
n—+4oo n
(f) En déduire que
_f o0 si|r] <1
I(T)—{ drlalr]  sifr| > L.
(On pourra reconnaitre une somme de Riemann.)
7. Soit t,r € R. Exprimer |e"* — r| en fonction de r et cost.
8. On suppose P = X — «a avec o« € C et |a] # 1. Montrer que

10.

11.

1 2m ]
—/ In |P(e")|dt ne dépend que de |a].
2 0

On suppose P = X — o avec a € C et || # 1. Montrer que

1 [ it 0 si ol <1
%/0 [P ”dt—{ mla| sila|> 1.

(Lemme de Jensen) Soit f € C[X] sans racines de module 1. Montrer que

M(f) = exp (;ﬁ / T If(e“)ldt> .

Montrer 'inégalité de Jensen : si u € C([0, 1], R), alors

1 1
exp/O u(t)dtg/o exp(u(t))dt.

(Utiliser des sommes de Riemann et la convexité de exp.)

Partie III — Démonstration de 1’inégalité de gauche

12.

13.

14.

2

d 1
Soit f = ZakX ¥ ¢ C[X]. Exprimer / dt en fonction des

k=0 0

d
E ake22ﬂ'kt
k=0

|ak|.
Montrer que pour tout f € C[X] de degré d sans racine de module 1, on a

=
=

< H(f).

:

d+1
Montrer que pour tout f € C[X] de degré d, on a

M(f)

< H(f).

(On pourra considérer une suite de polynoémes (f,, ), sans racine de module 1
et convergente vers f.)




