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Ce document a été écrit pour les étudiants préparant ’agrégation interne.
Ce qui suit est une présentation de ’algorithme des fractions continues et deux applications :

— la premiere, tres naturelle, porte sur le probleme de meilleure approximation des réels par
des rationnels. Le lecteur pourra consulter le livre de Roger Descombes, pour un exposé
bien plus complet, mais plus difficile;

— la seconde est une application a I’équation de Pell-Fermat. Il s’agit de résoudre, en nombres
entiers, les équations de la forme

2?2 —dyt =1

ou d est un entier naturel, qui n’est pas le carré d’un entier. Ce qui revient a déterminer les
inversibles de ’anneau Z[\/E |, de norme 1. La difficulté est de montrer que cette équation
possede une solution non triviale. C’est une conséquence d’un théoreme plus général que
I’on peut trouver, par exemple, dans le livre de Pierre Samuel. De ce point de vue, la
démonstration repose sur le lemme de Minkowski qui suppose connu un minimum de
théorie de la mesure. La démonstration proposée dans la suite est plus élémentaire, et de
plus elle fournit un algorithme qui détermine toutes les solutions. Je me suis tres fortement
inspiré d’un livre de Alan Baker. Voir la bibliographie.

Il s’agit d’'un codage des nombres réels, donné par un algorithme. Ce codage établit une
bijection de ’ensemble des irrationnels sur 1’ensemble des suites (ag,ai,asg,...) d’entiers ou

ai,as,... sont strictement positifs. Les rationnels sont en bijection avec I’ensemble des suites
finies d’entiers (ag, a1,...,a,) ol ay, ..., a, sont strictement positifs et a,, > 2 lorsque n est non
nul.

§ 1. Fractions continues formelles

Soient n un entier et Xg, X1, ,..., X, des variables.
— si n = 0 on consideére la fraction rationnelle
Fy = Xy
— si n = 1 on considere la fraction rationnelle
1
Fi =X S
1 o+ X,
— si n = 2 on considere la fraction rationnelle
F2 = XO =+
X _
1+ X,
— D’une maniere générale, on considere la fraction rationnelle
1
X1+
Xn—2 +

anl +
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De maniere plus formelle, on peut définir F;, par récurrence par

1

F’n+1(XOa . 'aXn7Xn+1) = Fn(X07 o 7anlaXn + X
n+1

)

Notations. De maniere évidente ces écritures sont rapidement trop lourdes et inexploitables.
Dans la suite la fraction rationnelle F;, ci-dessus sera notée

(2) F, =[Xo0, X1, ,...,X}]
1 1 1

X1+ Xo+| X,

Parfois, cette fraction rationnelle F;, est aussi notée F,, = Xg +

Proposition 0.0.1 II existe une suite (P,) de polynémes telle que pour tout entier n > 0, le
polynome P, ne dépende que des variables Xy, ..., X, et telle que les conditions suivantes soient
vérifiées.

1. Ph=Xy, P=XoX1+1

2. Pour tout entiern >2 : P, = X,Po_1+ P2

— 1 existe une suite (@) de polynémes telle que pour tout entier n > 0, le polynéme Q,
ne dépende que des variables X1, ..., X, et telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

1.Qo=1 @Q1=X,

2. Pour tout entiern =22 : Qp = XpQn_1 + Qn_2

— Les coefficients de Py, et de @), sont des entiers naturels.

Pour tout entier n : P, est un polynome de degré n + 1, dont la partie homogene de degré
n + 1 est réduite au monome XoX1...X, et Q, est un polynome de degré n, dont la partie
homogene de degré n est réduite au monome Xy ...X,.

Démonstration: O La vérification se fait par récurrence. O

Théoréme 0.0.2 Pour tout entiern >0 :
Qn
Démonstration: O La démonstration se fait par récurrence sur n.
Pour n =0 c’est évident car Fy = Xg, Po = Xget Qp =1
Pour n =1 : dans ce cas F} = Xo + X%, P =XoX1+1et Q= Xy. Légalité Fy = % est
bien vraie.
Py

Soit n > 2 un entier et supposons que pour tout entier k < n 1’égalité Fy = o soit vraie.
On a donc, en utilisant la définition des polynémes P, et @, :

Pn o XnPn—1+Pn—2

Fn - [XOaXl) P 7Xn]

Fy = [Xo, X1, 0.0 Xy = 22 —
" [ 0 ! n] Qn XnQn—1+Qn—2
et donc :
1
[X07X177‘°'7Xn+1]: XOqua)"'7Xn—17Xn+X
n+1

(Xn + X:+1 ) Pn—l + Pn—2
(Xn + ﬁ) Qn—l + Qn—2

D’ott en multipliant le numérateur et le dénominateur par X, :

Xn—i—l (Xn Pn—l + Pn—Q] + Pn—l

Xo, X1, ey Xnaa] =
[ 0 ! n+1] Xn+1 (Xn Qn—l + Qn—2) + Qn—l




Compte tenu de la définition des polynémes P, et @, :

XnJran‘{'Pnfl _ PnJrl

Xnt1@n +Qn-1 Qni1

Ce qui démontre le théoreme. O

[X07X17 DI 7XTL+1] -

§ 2. Algorithme des fractions continues
Soit 8 un nombre réel.
On considére sa partie entiere ag = [6].
— Si 0 est un entier § = ag et l'algorithme s’arréte.
— Sinon € n’est pas un entier § — ag est un réel tel que 0 < 8 — ag < 1. Il s’écrit donc sous

1
la forme o avec 1 > 1. Dans ce cas on a donc :
1

1
0=ao+ —
0t g
Dans ce cas le procédé se réitere en remplacant 6 par 0y : soit a; la partie entiere de 6.
— Si 67 est un entier donc égal a a1, I'algorithme s’arréte, et on a 1’égalité :

1
0=ayg+ —
ay

. . . . 1
— Sinon #; n’est pas un entier et #; —ay est un réel qui s’écrit sous la forme —, avec 65 > 1.

62

Dans ce cas le méme procédé s’applique a 6.
Ce processus s’arréte au cran n si et seulement si 6, est un entier, égal & sa partie entiere
an. Dans ce cas on a 1’égalité :

(3) 0 =ag+

ay +

an—2 + 1

ap—1+ —

n
Lemme 0.0.3 Réciproquement si 8 est un nombre rationnel, l’algorithme des fractions contin-
ues s’arréte apres un nombre fini d’itérations, et que de plus si 0 = p/q les calculs des nombres ay,

peuvent se faire par des divisions euclidiennes successives, comme dans l’algorithme d’FEuclide.

Démonstration: O La démonstration est laissée en exercice. O

Si 6 n’est pas rationnel, il existe donc une suite (a,) d’entiers qui, sauf peut-étre le premier
ag, sont supérieurs ou égaux a 1 et une suite (0),),>1 de réels strictement plus grands que 1
vérifiant les relations :

(4) 0, = a, +

en—l—l

De plus pour tout entier n on a :

(5) 0=ao+

ai +




Dans la suite on suppose que, dans 'algorithme des fractions continues, n itérations sont
possibles, et produisent donc des entiers ag, ai,...,a,, qui a I’exception de ag sont strictement
positifs, et des réels 01, ...,0,,0,+1 strictement plus grands que 1. Dans la fraction rationnelle
F,,, définie en (1), on peut donc substituer (ag,...,an) & (Xo,...,X5).

Notations. Dans la suite, si zg, z1, ..., 2, sont des nombres tels que F,(xg,x1,...,Z,) soit
définie, on notera

[0, X1, ...y n| = Fp(xo, 21, ..., 2y).

Lorsque 0 est un nombre rationnel, 1'égalité (3) s’écrit donc :

0 = [ag, a1, ..., an)
De méme, I’égalité (5) se notera aussi :
(6) 0 = [ag,a1,...,an, Opt1]
Définition 0.0.4 En conservant les notations précédentes et en supposant ag, a1, ..., 0, définis :

1. Pour tout entier k < n, ay, s’appelle le quotient incomplet de 6 d’indice k et 0;. s’appelle
le quotient complet de 0 d’indice k.
2. Le nombre rationnel [ag, a1, ..., ax| s’appelle la réduite d’indice k.

En substituant (ag,a;...,a,) & (X, X1...,X,) dans les polynémes P, et Q,, on obtient des
nombres qui seront notés p, et g, respectivement. Comme ces polynomes sont a coefficients
entiers, les nombres p,, et ¢, sont eux-mémes des entiers. De plus, pour tout entier k£ tel que
1<k<nonaag>1etdonc: gy > qr_1+ qr_os.

D’autre part, pour tout entier n > 2, les suites d’entiers (p,) et (g,) vérifient les relations
suivantes.

(7) Pn = GpPp—1 + Pn—2
(8) Qn = AnQn—1 + qn—2

Ceci résulte de la définition méme des polynémes P, et @,. Il en résulte par une récurrence
immédiate que pour tout entier n : ¢, = n.

Lemme 0.0.5 Les suites d’entiers (pn) et (qn) vérifient les relations suivantes.

(9) Pndn—1 — Pn—14n = (_1)n+1
(10) Pndn—2 — Pn—2qn = (_1)nan
Démonstration: O notons &, = ppgn_1 — Pn_1¢n. Par combinaison linéaire des deux équations
précédentes on obtient ppgn—1 — Pn—1¢n = —(Pn—1¢n—2 — Pn—2Gn—1), SOit encore : §, = —d,_1
et donc 4, = (—1)" 15y = (—1)""L.

la seconde partie se démontre de la méme maniere. O

Corollaire 0.0.6 Les entiers p, et q, sont premiers entre eux, et l’écriture de la réduite
[ap, a1, ..., an] = pn/qn est Uécriture de la fraction sous forme irréductible.

Lemme 0.0.7 Pour tout entier n on a la relation

_ On+1Dn + P
9n+1Qn + qn-1



Démonstration: O On a 'égalité : 0 = [ag,a1,...,0n,0h+1] = Fnyi(ao,a1,...,an,0,41), qui
s’obtient a partir de I’égalité formelle

b X1 Py + P
Fn+1(XO’X17"'7Xn7Xn+1) - an-ll - Xn-lJ-rllQn "‘Qn 1l
n n n n—

en substituant (ag, ai,...,an,0h+1) & (Xo, X1,..., Xn, Xnt1) dans Fiqq. O

§ 3 Meilleure approximation

Dans la suite on considére un nombre réel 6 irrationnel.
On notera (a,) la suite des quotients incomplets et (6,) la suite des quotients
complets. On conviendra parfois que 6y = 6.
Les nombres p,, et ¢, désigneront toujours les entiers définis précédemment.

Lemme 0.0.8 Pour tout entier n > 1, on a la relation :

=k
Qn(9n+IQn + anl)

(11) (9 *pn/Qn) =

Démonstration: O On a 'égalité :

(0 — pn/qn) = On+1Pn +Pn-1 P _ Pn—1dn — PrGn-1
n/A4n Ont1qn + gn—1 On+1qn + qn—1 Qn(en—HQn + Qn—l)

_

Qn(gn-l-IQn + Qn—l)

a

Proposition 0.0.9 Les réduites d’indices pairs fon, = pan/qon €t les réduites d’indices impairs
font1 forment deux suites adjacentes, telles que la sous-suite des termes d’indice pair est
croissante et la sous-suite des termes d’indice impair est décroissante. La suite des réduites
converge vers 0.

Pour tout indice n = 1 on a linégalité :

| 0 — pn/ dn | <
dndn+1
Démonstration: O En ce qui concerne la premiere partie, il suffit, dans les égalités du lemme
(0.0.5) de diviser chaque membre par g,q,—1.
La derniére inégalité résulte du lemme précédent, en remarquant que 6,,+1¢n + Gn-1 > ¢n+1,
car 01 > 1. O

Corollaire 0.0.10 Si 6 est un nombre irrationnel, il existe une infinité de nombres rationnels
de la forme p/q tels que

10 —p/q| < 1/¢?

Proposition 0.0.11 1. Pour tout entier n les nombres q,0 — py, €t gni10 — ppy1 sont de signes
contrasires.
2. La suite de terme général | g0 — py | est décroissante.

Démonstration: O La premiere partie résulte du lemme (0.0.8) ci-dessus. Le méme lemme montre
qu’il suffit de démontrer que gn+1(0n+2dn+1 + Gn) > Gn(Ont1Gn + Gn—1). Cette inégalité résulte
des inégalités : 040 > 1 et Opr1 <14 apy1. O



Théoréme 0.0.12 (Meilleure approximation.) Quel que soit l’entier n > 1, pour tout entier p
et tout entier q tel que 0 < q¢ < qpy1 on @ :

(12) [a0 —p[ = |qnt — pn |
De plus l'inégalité est une égalité si et seulement si p = p, et q = qy.

Démonstration: O Il existe deux entiers u et v tels que

D = Upn + VUPn+1
q = UQn + Vqn+1

Ceci résulte du fait que ce systéeme d’inconnues (u,v) a comme déterminant (—1)", qui est
inversible dans Z.

Si u = 0 la seconde équation se réduit a ¢ = vg,41 qui est incompatible avec ’hypothese
0 < g < gn+1- Donc u est non nul.

Si v =0 alors p/q = p,/qn qui correspond au cas d’égalité.

On suppose donc dans la suite u et v non nuls. Montrons que dans ce cas ils sont de signes
contraires. Ceci découle de I’hypothese 0 < ¢ < gn+1. En effet, elle s’écrit uq, + vgntr1 < gn+1,
soit : wugp < (1 —v)gnit1.

— Doncsiv>1: wug, <0 et donc u est strictement négatif.

— Sinon v est négatif on nul et donc strictement négatif, et ’hypothese ¢ > 0, qui s’écrit
ugn + vqn+1 > 0, ce qui implique v > 0.

Un calcul immédiat montre que

q0 — p = 0(ugn + vgn+1) — (Upn + VPn41) = w(@nd — pn) + V(G110 — Pnt1)

Comme u et v sont de signes contraires, et que (g,0 — pp) et ¢n+10 — pry1) sont également de
signes contraires, on a

g0 —p| = |u(gn® — pn) | + | v(gn+10 — Prt1) |
> | (gn+10 — pnt1) |

car v est non nul, et que u(g,0 — p,) est également non nul. O
Proposition 0.0.13 Pour tout entier l'une des réduites fr, = pn/qn 0U fn+1 = DPnt1/qn+1
satisfait a :

160 —p/q| < 1/2¢°

Démonstration: O La proposition (0.0.11) montre que g,0 — py, et ¢n+10 — pp41 sont de signes
contraires. Donc, on a les égalités :

’9_@ +‘0_pn+1 _ | Pn _ Pnt1
dn 4n+1 dn n+1
_ 1
dndn+1
1 1 1

Or, si a et b sont deux réels distincts :  2ab < a® + b. Donc : <55+t 55— Cequj
dnGn+1 QQn 2qn+1

compte tenu de 'inégalité précédente démontre le résultat voulu. O

Cette proposition admet une réciproque qui sera utilisée dans la résolution de I’équation de
Pell-Fermat.



Proposition 0.0.14 Soient p et ¢ > 0 deuz entiers. La relation |0 — p/q| < 1/2¢* implique
que p/q est une réduite de 0.

Démonstration: O 11 existe un entier n tel que ¢, < ¢ < @n1-
Or, en utilisant I'inégalité triangulaire :

_Pn

dn

’p Pn
a4

<lo-3l+]
q

1 1
=—|q¢0 —p|+ —| g0 — pu|
q dn

1 1
< (6 + q—)| q0 —p| D’apres (0.0.12).

n

D’ou en chassant les dénominateurs :
| PGn — qpn | < (¢ +qu)| g0 — p|

< 2q X L _1 <1
q 22 = 7 S
D’ou finalement : | pg, — gpn | < 1. Comme pg, — gp, est un entier, ceci implique pg, — gp, = 0

et donc & = B», O
q dn

§ 4. Nombres algébriques quadratiques

Rappelons qu'un nombre complexe 8 est dit algébrique de degré 2 s’il existe un polynome
de degré 2, a coefficients rationnels, irréductible sur @, dont 6 est une racine. Autrement dit :
0 n’est pas rationnel et il existe des rationnels a # 0, b et ¢ tels que af? + b + ¢ = 0. Apres
avoir réduit a, b, c au méme dénominateur, on peut supposer en fait que a, b, c sont des entiers.
Dans ce cas on dit aussi que 0 est quadratique. Les exemples standards sont i, j = e Q%, ainsi
que tous les nombres réels de la forme v/d oll d est un entier qui n’est pas le carré d’un entier.
Dans la suite ce sont ces nombres qui seront envisagés.

Le but est de démontrer que 6 étant un nombre réel, le développement de 6 en fraction

continue est périodique a partir d’un certain rang si et seulement si 6 est quadratique.

Notations et définitions. Soit ¢ un nombre réel, non rationnel, et (aj) la suite de ses
quotients partiels. Le développement de 8 en fraction continue est dit périodique a partir d’un
certain rang, si il existe deux entiers > 0 et m > 1 tels que a,,, 1+ = ax pour tout entier k > r.
Dans ce cas, on notera 0 = [ag,...,ar—1,0r - -, Grrm—1). On dira que le développement de 6 est
purement périodique si il existe un entier m > 1 tel que pour tout entier k :  apyr = ag.

Proposition 0.0.15 Soit § un réel non rationnel. Si le développement de 6 en fraction continue
est périodique o partir d’un certain rang, 0 est quadratique.

Démonstration: O Supposons dans un premier temps que le développement soit purement
périodique. Soit donc ¢ = [ag-- -, Gm—_1]-
On a donc ’égalité :
p=lag...,am-1,¢|

Donc, en se souvenant des notations du premier paragraphe, en supposant m > 2 :
Y = Fm—l(ao s 7a’m—17(p)
Cette derniere fraction étant égale a

Pm—l(CLO vy Qm—1, QO) _ PYPm—1+ Pm—2
Qm-1(ao...,am-1,9) P qm—1 + gm—2

mel(ao ey m—1, (p) =



Donc, dans le m > 2, ¢ est bien racine d’'un polynéome de degré 2. Dans le cas o m < 2,
nécessairement m = 1 et dans ce cas ¢ = [ap] qui vérifie donc ¢ = ag + 1/¢ et est encore racine
d’un polynome de degré 2.

Dans le cas général ou 0 = [ag,...,0r—1,Gr -, Grrm—1), DOtONS © = [Gr .-, Gr1m_1] qui est
donc racine d'un polynoéme de degré 2 a coefficients entiers. Or 8 est une fonction homographique
de ¢, a coefficients entiers. Il est immédiat de vérifier que 6 est aussi racine d’un polynéme de
degré 2 a coefficients entiers. O

Théoréme 0.0.16 Soit 0 un nombre irrationnel, algébrique de degré 2 sur Q. Alors son
développement en fraction continue est périodique a partir d’un certain rang.

Démonstration: O Soient a, b, ¢ des entiers non tous nuls tels que af? + b8 4+ ¢ = 0. On considere
la forme quadratique de deux variables définie par

flz,y) = ar?® + bxy + cy2

Par hypothese, on a donc : f(6,1) =0
Si n est un entier, on considere la forme quadratique f, définie par

fn(x7y) = f(xpn + Ypn—1,Tqn + an—l)

Cette forme quadratique s’écrit sous la forme
fn(xa y) = an$2 + bpzy + cny2

En se souvenant des formules démontrées au début, il est clair que f,(0p41,1) = f(6,1) = 0.
La démonstration du théoreme consiste a montrer que les formes quadratiques f,, sont en
nombres fini. Dans ce cas il y a un nombre fini de nombres ¢ tels que f,(p,1) = 0 donc un
nombre fini de quotients complets, ce qui implique le résultat. Pour démontrer ceci, on montre
dans un premier temps que les entiers (a,) forment une suite bornée.
On a la relation a, = fn(1,0) = f(pn,qn) = ¢2f(Pn/qn,1). Or, comme f(0,1) = 0, on a
aussi :
fn/an, 1) = f(pn/an, 1) — £(0,1) = (pn/qn — 0) (a(pn/Qn +6) + b)
D’autre part, pour tout entier n : |p,/g, — 6] < 1. (Revoir éventuellement la proposition
(0.0.9) page 5). Et donc | (a(pn/gn +0) +b) | < |a|(2|6]+ 1) +|b|. Notons K cette constante.
D’apres ce qui précede on a donc :

lan | < anlpafan — 0| x K
Or la méme proposition montre que |p,/q, — 0] < 1/¢2. On a donc montré finalement que
lan | <[al(2[0]+1)+[b].

Il en résulte bien que la suite (a,) ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

La définition de f, montre que ¢, = f(pp—1,qn-1) = an—1. Donc la suite (c¢,) ne prend
également qu’un nombre fini de valeurs.

Pour démontrer que la suite (b,) ne prend qu’un nombre fini de valeurs, le résultat essentiel
est que les deux formes quadratiques f et f,, ont méme discriminant, & savoir que 'on a ’égalité :

b2 — dac = bi —4day,cp,

Cette égalité se démontre par un petit calcul. On peut également remarquer que si A et A,
désignent les matrices respectives des formes quadratiques f et f,, il suffit de montrer que
les matrices A et A, ont méme déterminant. Or f, se déduit de f par changement de base. La



matrice P de changement de base est de déterminant (—1)"*!. La relation 4, = P'AP montrent
que A et A, ont méme déterminant.

Donc la suite (b,,) ne prend également qu'un nombre fini de valeurs.

Il en résulte que la suite de formes quadratiques (f,,) ne prend également qu'un nombre fini
de valeurs et donc que la suite (6), ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Il existe donc deux
entiers distincts r et s tels que 6, = 05, ce qui implique que la suite (a,) est périodique a partir
d’un certain rang. O

Définition 0.0.17 Soit 6 un nombre quadratique et f son polynome minimal qui est donc de
degré deux. On appelle conjugué de 0 l'autre racine de f. Cette autre racine sera notée 0'.

Lemme 0.0.18 Soit § un nombre quadratique strictement plus grand que 1 et f(z) = x?>+az+f
son polynome minimal. Soient a la partie entiére de 0 et ¢ le nombre réel tel que § = a + 1/¢.
Alors o est quadratique, strictement plus grand que 1 et son conjugué est donné par la formule

sutvante :
;o 1
v = 0 —a

Démonstration: O On considére le changement de variable : = = a + 1/y. Il est clair que
g(y) = y? f(a + 1/y) est un polynéme en y de degré deux, & coefficients rationnels et que
g(¢) = 0. Comme ¢ n’est pas rationnel, g est irréductible sur Q. O

Proposition 0.0.19 Soit 8 un nombre quadratique. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. Le développement de 0 est purement périodique.
2. Le nombre 0 vérifie les deuz relations : 0 >1 et —1 <6 <0.

Démonstration: O Démontrons l'implication 1) = 2). Supposons donc que 6 = [ag- .-, Gm_1),
ol m est supérieur ou égal 1. Comme ag = a,, on a donc ag > 1 et donc § > 1. Supposons dans
un premier temps que m soit supérieur ou égal a 2. On a alors 1'égalité : 0 = [ag...,am—1,0]
et donc

H = 9pm—1 +pm—2
QQm—l + dm—2

et 0 vérifie donc 1’équation :

dm—1 02 + (Qm72 - mel)e —Pm—2 = 0

Notons f(z) = ¢m—_1 2> + (¢m—2 — Pm—1)T — Pm—_2. L'une des racines de f est 0 et I'autre ¢'. Le
produit des racines est —py,—2/¢m—2 qui est strictement négatif. Donc 6’ < 0. De plus f(0) < 0
et il est immédiat de vérifier que la suite de terme général p,, + ¢, est strictement croissante et
donc que f(—1) > 0. Il en résulte que —1 < #’ < 0. Dans le cas ol la période est m = 1 on a

1
0 =ag+ ] avec ag = 1, et donc 6% — apf — 1 = 0 ce qui implique —1 < ¢’ < 0.
La réciproque est plus délicate. Supposons donc que le nombre 8 vérifie les deux relations :

0 >1et —1 <6 <0.Soit (k) la suite des quotients complets de 6, et (ay) la suite des quotients
incomplets. Le lemme précédent permet de montrer par récurrence que pour tout entier k, le

conjugué 6} est dans ] —1,0[ et que de plus on a la relation
;o 1
k+1 — 6 — ag

Cette égalité implique
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comme —6}, 41 appartient a 10, 1] cette égalité montre que ay, est la partie entiere de ——.

0/
k+1
Comme # est quadratique, il existe deux entiers m et n distincts tels que 6,, = 6,,,. On a donc
également 0/, = 0/ et donc ;—, = ;T, ce qui implique a,,_1 = a,,_1 d’apres ce qui précede. Mais
n m

les deux égalités a1 = am—1 et 0, = 0, impliquent que 6,,_1 = 0,,,_1. Il en résulte, en supposant
par exemple m > n que 0,,_, = 0y et donc que le développement de € est purement périodique.
O

§ 5. L’équation de Pell-Fermat

Dans toute la suite d désigne un entier naturel qui n’est pas le carré d’'un entier, ce qui
implique d > 2.
Il s’agit de trouver les solutions, en nombres entiers, de I’équation

(Pell-Fermat) 2 —dy? =1

Lemme 0.0.20 Soit d > 2 un entier naturel qui n’est pas le carré d’un entier naturel. Le
développement en fractions continues de V/d est périodique & partir du rang 1, ¢’est ¢ dire de la
forme

Vd = [ao, a1, G

Démonstration: O Notons ag la partie entiére de v/d, et ¢ le premier quotient complet de v/d. On
a donc vVd = ag+1/p = [ag, ¢]. I suffit donc de montrer que ¢, qui est quadratique, est purement
périodique. Il est clair que ¢ > 1. Un calcul immédiat montre que ¢ est racine du polynéme
P(X) = (a3 —d)X?+2apX +1. D’autre part on a P(0) = 1 et P(—1) = (ap—1)>~d < 0. Donc P
a une racine dans 'intervalle | — 1,0[ et il, suffit d’appliquer la proposition précédente (0.0.19)).

O

Lemme 0.0.21 Soit (z,y) un couple d’entiers naturels solution de l’équation de Pell-Fermat.
Alors sty est non nul, x/y est une réduite de V.

Autrement dit, en conservant les notations habituelles, il existe un entier n tel que x = p,
ety = qn.

Démonstration: O L’égalité 22 —dy? = 1 montre que z > yv/d > y. De plus cette égalité implique
les relations suivantes :

z+yvd 2y
et donc : X
x
T _val< L
Y 2y
La proposition (0.0.14) montre que z/y est une réduite de v/d. Comme de plus z et y sont
premiers entre eux ceci implique le résultat. O

Dans la suite, pour retrouver les notations des paragraphes précédents, on note § = v/d et
Vd = [ag, a1, Gn)] le développement en fraction continues de v/d. On a donc @iy = ay et
Om+r = 0% pour tout entier k > 1. On supposera également que m est la plus petite période.

Théoreme 0.0.22 Soient d un entier naturel qui n’est pas un carré et m la plus petite période
du développement de \/d en fraction continue. Soient n un entier naturel non nul et f, = Pn/Gn
une réduite de \/d. Pour que (P qn) soit solution de I’équation de Pell-Fermat il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient réalisées :
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1. L’entier n est impair.
2. L’entier n + 1 est un multiple de m.

Démonstration: O Soit donc fy, = pn /g, une réduite de V.

Si (pn, qn) est solution de 1’équation de Pell-Fermat, on a p,, > ¢nVd. La réduite f,, est donc
strictement plus grande que v/d. Donc n doit étre impair. Voir éventuellement la proposition
(0.0.9).

On a déja utilisé souvent la relation

\/g _ pnen—l—l + Pn—1
Qn(9n+1Qn + anl)

et donc :
9n+1 (pn - Qn\/g) = anl\/g — Pn—1

En multipliant cette égalité par (p, 4 ¢,V/d) et en tenant compte du fait que (p,,, ¢,) est solution
on obtient
9n+1 = \/E(ann—l - pn—lQn) +b

ol b est un entier. Compte tenu de 1'égalité pngn_1 — pn_1gn = (—1)"! et du fait que n est
impair on a donc :

Ons1 = Vd+b
ol b est un entier. Or on a également les relations
On+1 = ant1 + et \/E:a(H—i
Ont2 01
L’égalité précédente s’écrit donc :
Gn+1 + =ag+ b+ 1
042 th

Ce qui implique ap+1 = ag + b et 0,45 = 61. L’entier m étant la plus petite période la derniere
égalité implique que n + 2 est de la forme km + 1, autrement dit que n est de la forme km — 1.

Réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, les calculs ci-dessus se remontent : si
n est de la forme km — 1, ceci signifie que 6,412 = 61 et donc :

1 1
—:\/a—ao

Ont2 )

On a donc les égalités :

Dn+1 + Pn

\/g _ pn+19n+2 + Pn _ mE On+o
In+1(Onr2Gns1 + Gn) Gni1 + an

n+2

P
_ Pnt1 01 _ Pn+1 'f'pn(\/8 — ao)

Gn+1 + Z—n Gn+1 + Qn(\/a —ap)
1

Ce qui montre que
(Qn-i-l - aOQn)\/E + dQn = pn\/g + (pn-‘rl - aopn)

ce qui implique les relations :

4n+1 — aodn = Pn
Pn+1 — GoPn = dqy
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Par combinaison linéaire de ces deux équations on obtient donc :

p721 - dq?% = _(pn+1Qn - annJrl) = _(_1)n+2 = (_1)n+1

et comme n est impair, on a donc
2 2 _
Pn — dQn =1

L’équation 22 — dy? = —1.

Contrairement a la précédente cette équation ne possede pas toujours de solution entieres.
Une condition nécessaire évidente : si cette équation possede une solution dans Z2, —1 est un
carré modulo d. Cette condition n’est pas suffisante. Il est immédiat de montrer que I’équation

22 — 52942 = —1 ne possede pas de solutions entieres, bien que 72 = —1 modulo 5. Evidemment
52 est un carré. Apreés avoir vu le théoreme suivant, il est facile de montrer que 1’équation
22 — 34y? = —1 ne possede pas de solutions entieres, bien que 132 = —1 modulo 34.

Théoréme 0.0.23 Soient d un entier naturel qui n’est pas un carré et m la plus petite période
du développement de \/d en fraction continue.

1. Si m est un entier pair ’équation x> — dy?> = —1 ne posséde pas de solution dans Z.°.

2. Sim est un entier impair I’équation x> — dy? = —1 posséde une infinité de solutions dans
72. Plus précisément, sin est un entier naturel non nul et f, = pn/qn, une réduite de Vd, pour
que (Pn, qn) soit solution de I’équation x® — dy? = —1 il faut et il suffit que les deux conditions

sutvantes soient réalisées :
i) L’entier n est pair.
i1) L’entier n+ 1 est un multiple de m.

Démonstration: O Soit (x,y) une solution de I’équation 2 — dy? = —1. Quitte & changer x en
—x et y en —y on peut supposer que x et y sont des entiers naturels. Il est clair que y est non

nul et donc supérieur ou égal a 1. Dans ce cas, d’apres la proposition 0.0.14, le nombre % est

une réduite du développement de v/d.

Ces remarques étant faites, la démonstration est tout a fait analogue a celle du théoreme
précédent.

Soit n un entier naturel. Si (p,,q,) est solution de I’équation de z? — dy?> = —1, on a
Pn < gnV/d. La réduite f,, est donc strictement plus petite que v/d. Donc n doit étre pair. Voir
éventuellement la proposition (0.0.9). D’autre part, on a

Oni1 (Pn — quVd) = gn1Vd — 1

En multipliant cette égalité par (p, 4 ¢,/d) et en tenant compte du fait que (p,,, ¢,) est solution
on obtient

_9n+1 = \/E(ann—l - pn—lQn) +c= (_1)n+1\/8 +c

ou ¢ est un entier. Comme n est pair, cette relation se réduit a
6n+]_ = \/a — C

Comme dans la démonstration précédente, on en déduit la relation

Ce qui implique ap 1 = ag — ¢ et 0,42 = 61. L’entier m étant la plus petite période la derniere
égalité implique que n+ 2 est de la forme km + 1. L’entier n étant pair, cette égalité n’est jamais
réalisée si la période m est paire.
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Donc, si m est pair, il n’existe pas de réduite 2—2 telle que (pp, gn) soit solution de 1’équation
22 —dy? = —1. Les remarques préliminaires montrent que si m est pair, cette équation ne possede
pas de solution dans Z2.

Supposons donc que la période m est impaire. Pour que (pn, ¢) soit solution de I’équation
22 — dy? = —1 il faut donc que Pentier n soit de la forme km — 1.

Réciproquement, en supposant m pair, si n est un entier pair et si n 4+ 1 est un multiple de
m, comme dans la démonstration du théoreme précédent, les calculs ci-dessus se remontent et
donc dans ce cas (py, ¢,) est une solution de I'équation 22 — dy? = —1. (Le détail des calculs est
laissé au lecteur). O

§ 6. Quelques exemples numériques

Les calculs effectifs concernant les développements en fraction continue sont rapidement
pénibles bien qu’élémentaires. Le logiciel Maple posseéde un module qui fait tous ces calculs.
1. On considere I’équation x? — 34y? = 1. Le développement en fraction continue de /34 est

v34=[51,4,1,10]
La plus petite période est donc m = 4. Le théoréme précédent montre que ’équation 22 —
34y> = —1 ne possede pas de solution dans Z?, bien que —1 soit un carré modulo 34 car
13241 =170 = 34 x 5.
2. On considere I’équation 22 — 31y? = 1. Maple donne le développement de /31 en fraction
continue :

5,1,1,3,5,3,1,1, 10]

Donc la plus petite période est m = 8. Le théoréme 0.0.22 montre que les solutions dans N2,
autres que (1,0), sont données par les numérateurs et dénominateurs des réduites f,, ou 'entier
n est impair et de la forme 8% — 1. Le plus petit de ces entiers est 7. Maple donne f7 = %. le
couple d’entier (1520,273) est solution de 1’équation 22 — 31y% = 1.

Comme —1 n’est pas un carré modulo 31, 'équation z? — 31y?> = —1 ne possede pas de
solution entiere.
3. On considére ’équation z2 — 53y? = —1. Maple donne le développement de /53 en fraction
continue : /53 = [7,3,1,1,3,14]. Donc la plus petite période est m = 5 donc impaire. Le
théoreme 0.0.23 montre que que I’équation possede des solutions entieres et que les solutions
dans N? sont données par les numérateurs et dénominateurs des réduites f,, ou Ientier n est
pair et de la forme 5k — 1. Le plus petit de ces entiers est 4. Maple donne f; = %. Donc le
couple d’entier (182,25) est solution de I’équation x? — 53y? = —1.

En ce qui concerne 'équation de Pell-Fermat x? — 53y? = 1, les solutions dans N2, autres
que (1,0), sont données par les numérateurs et dénominateurs des réduites f, ou l'entier n est
impair et de la forme 5k — 1. Le plus petit de ces entiers est n = 9. Toujours grace a Maple on

obtient : fo = 528 et donc (66249, 9100) est solution de z% — 53y? = 1.

Les inversibles de 1’anneau Z[V/d ].

L’ensemble des nombres réels de la forme 2+ +/dy forment un sous-anneau du corps des réels noté
Z[Vd ). L’entier d n’étant pas le carré d’un entier, tout élément z de Z[v/d | s’écrit de maniere
unique sous la forme z = z + yv/d ol = et y sont deux entiers relatifs. On peut donc définir une
application, appelée conjugaison, de Z[\/E | dans lui-méme qui & z = z4y+/d associe Z = z—y/d.
Il est immédiat de vérifier la conjugaison est un homomorphisme d’anneaux. Ensuite on définit
la norme (au sens de Parithmétique) d’un élément z de Z[v/d | par N (z) = 2Z. Donc si z s’écrit
2z =z +yVd ol = et y sont deux entiers relatifs, on a la relation N (z) = 22 — dy?. L’application
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N : Z[Vd ] — Z est donc multiplicative. Il est facile de vérifier qu'un élément de Z[vV/d | est
inversible si et seulement si sa norme ’est. Comme ’ensemble des éléments inversibles de Z est
{—1,+1} il en résulte qu'un élément z = x +yv/d de Z[v/d ] est inversible si et seulement si (z, y)
est solution de I’équation x? —dy? = +1. Ainsi I’équation de Pell-Fermat revient & déterminer les
inversibles de anneau Z[v/d | qui sont de norme +1 et résoudre, en nombres entiers, 'équation
2% — dy? = —1 revient & déterminer les inversibles de 'anneau Z[v/d | qui sont de norme —1. Le
théoreme classique est le suivant.

Théoreme 0.0.24 Soit d un entier qui n’est pas le carré d’un entier. Il existe un inversible u
de l'anneau Z[\/& |, strictement plus grand que 1, tel que ’ensemble des inversibles de norme
+1 soit 'ensemble  {£u"|n € Z}.

Soient x et y sont des entiers et z = = + yv/d. Il est clair que si z est un inversible de norme 1
alors, —z, % et —% sont de norme 1. Ceci revient a dire que si (x,y) est solution de I’équation
de Pell-Fermat alors (—z, —y), (z, —y) ainsi que (—z,y) sont également des solutions.

L’élément u du théoreme, s’il existe, est le plus petit élément de norme 1 qui est strictement
plus grand que 1. Le théoréme 0.0.22, prouve l'existence d’un couple (z,y) d’entiers naturels
non nuls tel que z = x + yv/d soit de norme 1. Rappelons comment, & partir de ce résultat, on
retrouve le théoreme 0.0.26.

Lemme 0.0.25 Soient z = x +yvVd et 2/ = 2’ + y'V/d ot x,2',y,y des entiers naturels. On
suppose que N (z) =N (2/) = 1.
L’inégalité z < 2’ équivaut auzr deux inégalités : = <z’ ety <y .

Démonstration: O L’hypothése N (z) = N (2/) s’éerit 2/? — 22 = (y'* — y?)v/d. On remarque tout

d’abord que et 2’ sont distincts ainsi que y et y'. En effet Iégalité = 2/ équivaut a 2/>—22 = 0
(car @ et 2’ sont positifs) et de méme Dégalité y = 3/ équivaut & y'* — 2 = 0.

Supposons z < 2. L'égalité (z — 2')(z + 2') = (y — ') (¥ + y)Vd implique que (2’ — ) et
(y' — y) sont de méme signe, et donc nécessairement strictement positifs.

La réciproque est évidente. O

2

Il en résulte en particulier que si z et y sont des entiers naturels inégalité 1 < x+yv/d implique
y > 0. Si a est un réel positif, ’ensemble des éléments de norme 1 qui sont plus petit que a est
fini. Donc 'ensemble des éléments de norme 1 qui sont strictement plus grands que 1 possede un
plus petit élément. Notons u ce plus petit élément. Si z est positif de norme 1 il existe un entier
relatif n tel que u” < z < ™. Soit v = = qui est positif de norme 1 et vérifie 1 <v < 1. La
définition de u montre que v = 1 et donc z = u".

Le théoreme précédent (0.0.26) est une conséquence immédiate de ceci. On démontre de la

méme manieére le théoréme suivant.

Théoreme 0.0.26 Soit d un entier qui n’est pas le carré d’un entier.

Si Uensemble des éléments de Uanneau Z[v/d ] de norme —1 est non vide :

1. Il existe un inversible v de cet 'anneau, strictement plus grand que 1, tel que l’ensemble
des inversibles de norme —1 soit l'ensemble  {+u®"™'|n € Z}.

2. De plus u = v> est de norme 1 et c’est le plus petit de ces éléments, de norme —1,

strictement plus grand que 1.

Note Historique. Quelques remarques concernant la dénomination « équation de Pell-Fermat ».
De I'avis unanime des historiens, Pell n’a apporté aucune contribution concernant le probleme.
Certains disent que Fermat (1601-1665) a montré que I’équation posséde une infinité de solutions,
mais d’autres affirment que Fermat n’a guere contribué plus que Pell a la résolution de 1’équation.
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La premiere résolution complete est due a Lagrange (1736-1813). Cependant, cing siecles avant
Fermat, le mathématicien indien Bhaskara (1114-1185) savait & peu pres tout de cette équation.
Plus précisément, il connaissait un algorithme, qui pour un entier d donné permet de trouver
une solution non triviale de ’équation. Ce que ne savait sans doute pas Bhaskara, c’est que
I’algorithme donne, quelque soit ’entier d une solution non triviale. Le lecteur pourra trouver
plus de détails, dans le livre de V.S.Varadarajan.
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